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_ VOORWOORD 


Voorwoord 


De vanaf 2005 vernieuwde serie Toegepaste Wiskunde voor het hoger beroepson- 
derwijs is in eerste instantie bedoeld voor studenten in het hoger beroepsonder- 
wijs. De inhoud van de serie is erop gericht om duidelijk te maken op welke wijze 
wiskundige theorie in de wereld om ons heen wordt toegepast. De nadruk ligt op 
het verwerven van inzicht en het trainen van vaardigheden die nodig zijn om prak- 
tische problemen te vertalen in wiskundige modellen. Uitvoerige, formele bewijzen 
komen in deze boeken nauwelijks voor. 

Bij de verdeling van onderwerpen over de delen van de serie is rekening gehouden 
met de onderwijskundige opbouw in verschillende technische studierichtingen in 
het hoger beroepsonderwijs. 

Het deel Inleiding is vooral bestemd voor degenen die wiskunde van de vooroplei- 
ding willen ophalen. Deel 1 bevat de belangrijkste onderwerpen voor de prope- 
deuse, met name voor de sector Techniek. Het voorliggende deel 2 bevat onderwer- 
pen, die in de meeste opleidingen na de propedeuse worden behandeld. Ook dit 
deel is geheel herzien en bewerkt. 

Het hoofdstuk rijen en reeksen (in vroegere uitgaven in deel 1) zit nu in deel 2. Ten 
opzichte van de oude druk zijn de hoofdstukken over vectoranalyse, naar aanlei- 
ding van contacten met gebruikers, komen te vervallen. De hoofdstukken vectorre- 
kening, matrixrekening, complexe getallen, functies van twee of meer variabelen, 
meervoudige integralen en differentiaalvergelijkingen zijn herzien en waar nodig 
bewerkt. 

Net als in deel 1 bevat elk hoofdstuk een aantal Maple-voorbeelden en -vraagstuk- 
ken, die uiteraard ook met een ander computeralgebrasysteem te maken zijn. De 
auteurs zijn van mening dat computeralgebra weliswaar onmisbaar is, maar dat 
de student zich eerst de achterliggende wiskundige concepten eigen zal moeten 
maken. Om dit doel te bereiken is dit boek zo opgebouwd dat eerst de theoretische 
concepten bestudeerd moeten worden; vooral bij de wat moeilijkere vraagstukken 
kan vervolgens de computer ingezet worden. 


VOORWOORD 





Op de website van ThiemeMeulenhoff is aanvullend studiemateriaal geplaatst. Ge- 
bruikers die toch vectoranalyse willen behandelen kunnen daar terecht. Ook een 
beginnerscursus Maple is daar te vinden. 


Jan Blankespoor (Zoetermeer) 
Kees de Joode (Wateringen) 
Aad Sluijter (Maasland) 

Mei 2008 


Bij de vierde druk 


In deze druk is een aantal correcties in teksten, formules en antwoordenlijst aange- 
bracht. 

De hoofdstuk- en paragraafindeling zijn ongewijzigd gebleven. 

Op de website www.thiememeulenhoff.nl/wiskunde is aanvullend studiemateriaal 
beschikbaar 


Amersfoort, januari 2011 
Jan Blankespoor 

Kees de Joode 

Aad Sluijter 
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10 Rijen en reeksen 


Leerdoelen hoofdstuk 1 


Met een rij wordt een verzameling getallen bedoeld, meestal aangeduid met een 
letter en een bijbehorend rangnummer. Bijna altijd is er een verband tussen het 
rangnummer en de getalwaarde, vaak kan een zekere regelmaat herkend worden. 
Reeksen worden samengesteld uit getalrijen door de getallen uit de betreffende rij 
bij elkaar op te tellen. 

Rijen en reeksen zijn onmisbaar in de financiële wiskunde. Bijvoorbeeld bij annuï- 
teiten, interestberekeningen, analyses van pensioenopbouw of verzekeringen 
wordt gewerkt met rijen en reeksen. Toepassingen van rijen en reeksen vinden we 
ook in de elektrotechniek: signalen die worden voorgesteld door een aantal achter- 
eenvolgende pulsen worden gemodelleerd als rijen. 

Rijen en reeksen zijn ook van groot belang in de numerieke wiskunde. Iteratieve 
processen, waarbij bij herhaling hetzelfde algoritme wordt gebruikt om de oplos- 
sing van een probleem te kunnen benaderen worden uitgedrukt als getalrij. Verder 
is het van belang dat er een verband gelegd kan worden tussen elke functie en een 
daarbij behorende reeks, die gebruikt kan worden om de functie (indien het exact 
uitrekenen bezwaarlijk is) te benaderen. In dit hoofdstuk gebruiken we daarvoor 
machtreeksen waarbij de termen berekend kunnen worden als positieve, gehele 
machten van de variabele. 


Hoofdstuk 1 bevat de volgende onderwerpen: 
Wat is een getalrij? 

Wat is een getalreeks? 

rekenkundige rijen en reeksen 
meetkundige rijen en reeksen 
reeksontwikkeling: machtreeksen 
Taylorreeksen in x = 0 

Taylorreeksen in x = a 

toepassingen van Taylorreeksen 
linearisering 
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Voorbeeld? 


ee ve RED 
Voorbeeld 2 








Rijen en reeksen 


Inleiding 


In dit hoofdstuk zullen we het hebben over rijen (Engels: sequences) en reeksen 
(Engels: series), aanvankelijk alleen met getallen, later ook met variabelen. Een rij 
is een verzameling getallen (termen) in een bepaalde volgorde, een reeks wordt 
daaruit gevormd door de termen op te tellen. 


Getalrijen 


In deze en volgende paragrafen gaan we het hebben over getalrijen. Een getalrij kan 
een eindig aantal getallen bevatten of oneindig lang doorlopen. In het eerste geval 
spreken we van een eindige getalrij en in het tweede geval van een oneindige getalrij. 
Van een oneindige getalrij kunnen we niet alle getallen opschrijven en geven we 
met puntjes (…) aan dat de rij doorloopt. 


Hieronder staan drie voorbeelden van eindige getalrijen. 

> F2 471116 

» 1121314101 

> 12,10,10,8,8,8 E 


Hieronder volgen vier oneindige getalrijen. 
» 474812,8 13,18,13 
» 59i.. | 
» 248 1034. 
4 8 16 32 
30e s 
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Voorbeeld 3 


Voorbeeld 4 
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In de praktijk is het vaak zo dat het volgende getal uit het vorige of uit enkele vorige 
getallen te bepalen is omdat er sprake is van regelmaat. In voorbeeld 2 wordt in de 
tweede rij steeds 4 opgeteld bij een getal om het volgende getal te berekenen. De re- 
gelmaat in de derde rij is ook vrij eenvoudig in te zien: om een volgend getal te be- 
rekenen wordt het daaraan voorafgaande getal steeds met 2 vermenigvuldigd. Ook 
in de eerste en de vierde rij zit regelmaat, maar deze is moeilijker te ontdekken. 


Opdracht 
Ontdek de regelmaat in de eerste rij van voorbeeld 2. Hint: verdeel de rij 
in groepjes van drie termen. 


Hierboven hebben we al een aantal begrippen gebruikt, nu gaan we ze definiëren. 
Laat 4), 4, &,.-., Aj, een rij reële getallen zijn. Bij ieder natuurlijk getal k hoort 
een getal a}. We hebben een dergelijke rij een getalrij genoemd. De getallen 
aj, (k € N) noemen we termen van de rij; a, is de eerste term (ook wel beginterm ge- 
noemd), a, is de tweede term, enzovoort. 

De term a, noemen we de algemene term van de rij. Als de algemene term van een 
getalrij bekend is, is de gehele getalrij bekend. 


We bekijken twee rijen uit voorbeeld 2 nogmaals. 

In derij 1, 5, 9, 13,17. geldta, = 1,a, = 5,a, = 9 enzovoort. Steeds wordt 4 opgeteld om 
de volgende term te bepalen. De algemene term is hiera, = 1 + 4k. Ook kunnen we de rij op 
geheel andere wijze beschrijven met de volgende betrekking: Art ~ A, + Ameta, = 1. Dit 
heet een recurrente betrekking. Hierbij wordt de (k + 1)—de term uitgedrukt in een of meer 
voorgaande termen (hier de k-de term). 

Voor de termen van de rij 2, 4, 8, 16, 32,... kunnen we schrijvena, = 2,a, = 4,a, = 8.... en- 
zovoort. Hier wordt steeds met 2 vermenigvuldigd (a, ‚‚ = 2 : a). De algemene term is te 


schrijven als a, = 2- 2 
m 
Opdrachten 
e Bepaal de eerste, tweede, vijfde en algemene term van de getalrij 
10, 8, 6, Sn 
e Schrijf de algemene term van de rij Len, op. 
2 4 8 16 


We bekijken de oneindige getalrij 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... 
Deze rij is de zogenoemde rij van Fibonacci. Een volgende term ontstaat steeds door de twee 
laatst bekende termen op te tellen. De volgende term is dus 13 + 21 = 34. We kunnen deze 
rij met de recurrente betrekking a, = a, + a, ‚ (metals starttermen a, = 1 en a} = 1) 
weergeven. Het is niet eenvoudig (maar wel mogelijk!) om een formule voor de algemene 
term te ontwikkelen. 

m 


Opmerking 

Een rij is in feite een functie met als domein de verzameling van de na- 
tuurlijke getallen, want bij ieder natuurlijk getal k (de index) wordt de 
waarde van de term a, gegeven. Als we de functienotatie zouden gebrui- 
ken, zouden we a, moeten noteren als a(k). 
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Voorbeeld 5 
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Bij getalrijen (en later bij reeksen) komen we vaak het product van opeenvolgende 
gehele getallen tegen. Als we dit kort willen noteren, kunnen we gebruikmaken 
van het product n-faculteit. De schrijfwijze hiervoor is n!, waarbij n een natuurlijk 
geheel getal is. 


Definitie 
Het product n-faculteit, notatie n!‚waarbij n € N, is gedefinieerd door: 
0!=1en(n+1)!=(n+1)-n! 


We berekenen enkele faculteiten: 
> -IU iI 
> lN? le / 
» 3 -32-32-99 
> 4 =4.3!=4.6=24 
enzovoort. 
E 


De berekening van n-faculteit is op de manier van voorbeeld 5 omslachtig, omdat 
de definitie met een recurrente betrekking gegeven is. Uit de definitie is vrij een- 
voudig het volgende af te leiden. 


Gevolg 


Het product n-faculteit, met n = 1, 2,3,4, ... is rechtstreeks als volgt te berekenen: 
ni=n-(n—-l)-(n—-2)-...-3-2-1 


Opdrachten 

Maak in de volgende berekeningen geen gebruik van de ‘faculteit-toets’ 
op je rekenmachine. 

e Bereken 5! en 8!. 


| | 
e Bereken : en Dr Deel daarbij zo veel mogelijk gelijke factoren in 


teller en noemer weg. 


Het gebruik van Maple bij rijen 
Met het commando sea (sequence) kan in Maple eenvoudig een rij getallen gege- 
nereerd worden. We moeten dan wel weten welk verband er is tussen het rangnum- 
mer en de term van de rij. Twee voorbeelden: 
=>Gr== t3 rks 

G := —1 + 3k 


> seq (G(k), K=1..5); 
2. 95, 6, LL, 14 


I1 1 AE 1 A A 4 
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Voorbeeld 6 S 


Voorbeeld 7 | 
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Een afzonderlijke term van de rij kan bepaald worden door de betreffende waarde 
van het rangnummer in te vullen: 


sE (30) 7 1 


1073741824 


Reeksen 


Een (getal) reeks is de som van de termen van een gegeven getalrij. Als het aantal ter- 
men beperkt is, is de reeks eindig. Reeksen die voortkomen uit oneindige getalrijen, 
zijn oneindig. 


Uit de rij 1, 2, 4, 7, 11, 16 (zie voorbeeld 1) komt de eindige reeks 
1424447411 +16 = 41 voort en de rij 1, 11, 21, 31, 41, 51 (zie voorbeeld 1) brengt 
de eindige reeks 1 + 11 +21 + 31 +41 + 51 = 156 voort. 


E 
Uit de oneindige getalrij 1, 5, 9, 13, 17.... komt de oneindige reeks 
1+5+94+13+17+...+ (1 + 4k) +... voort (zie voorbeeld 2 en 3). 
Een oneindige reeks die uit de rij 1 ; t t , 1 ,- - - voortkomt, is 
ťa o ; 2 4 8 16 
Veder + t 
2 4 g 16 2 i 


Opmerking 

In het dagelijks spraakgebruik wordt het begrip reeks ook wel gebruikt 
voor wat wij een rij noemen. In dit hoofdstuk zullen we echter een strikt 
onderscheid handhaven tussen de begrippen rij en reeks. 


Voor we verder gaan met de bespreking van reeksen, geven we een notatie om het 
opschrijven van sommen te vereenvoudigen. De notatie maakt gebruik van het 
symbool X£ (sigma) voor de hoofdletter S uit het Griekse alfabet. We geven een aan- 
tal voorbeelden om de notatie duidelijk te maken. 


4 
Voor de som t + t + b + t + t, schrijven we )’ t- 


Onder het sommatieteken £ staat de sommatie-index k en de ondergrens 0 van waaraf 
de index loopt. Boven het sommatieteken staat tot waar de index loopt, in dit geval 
4. De sommatie-index doorloopt ook alle tussenliggende gehele getallen. 


n 
Voor to +t +6 +t, +... + t, schrijven we ` tų. In dit geval loopt de sommatie- 


index tot en met n. 
Voor een oneindige reeks kunnen we dan schrijven: 


n 
lbo +h +h +h +...+i +... = im >, h 
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n oO 
De laatste limiet noteren we als: lim $, tkp= J tg 
ep0 Ad 


Dit combinerend vinden we dus: fj + tj +t +i t+... tigt- Di h 


De ondergrens van de sommatie-index hoeft niet nul te zijn zoals zal blijken in de 
volgende voorbeelden. 


8 
> 5 k=5+6+7+8=26 
k=5 
7 
> > (2m)=6+8+10+12+14= 50 
m=3 


3 
> 5 (1+10j) =—19+(—9)+1+11+21+31= 36 
ee) 


1 
o a 
L1? 2 4 8 l 2 


8 


> 5 (3x—5)=-5+(—2)+1+4+1+... 
x=0 


4 
>» OW lr x 


> ò l=]l+1+11+1+1=35 
n=0 


Opdrachten 
10 


e Ganadat >’ k= 55. 
kal 


5 
e Bereken > 2”. 
m=2 


7 
e Schrijf de volgende sommatie uit: X` (jx). 
= 
Van de oneindige getalrij a,, a, , 4>, 43, ... met de algemene term a, kunnen we de 
volgende oneindige reeks vormen: 


OO 
ayta tag tagtig he Aa h 


Uit de oneindige rij a, 4, , 4&2, 4&3, . .. kunnen we de volgende sommen vormen: 


k=0 
Deze sommen noemen we de partiėle sommen van de oneindige reeks. We voegen 


hieraan toe dat de partiële som s„ een functie van n is en dat de waarden 
Sp; 31:52: $31 +++» Sa aa zelf een oneindige getalrij vormen. 
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Een eindige reeks heeft altijd een eindige som, vooropgesteld dat de termen van de 
rij waaruit de reeks is voortgekomen begrensd (eindig) zijn. Een oneindige reeks 
heeft vaak een oneindig grote som, maar kan ook een eindige som hebben. 
Als de partiële som van een oneindige reeks tot een limiet S nadert, wanneer n tot 
oneindig nadert en S is een eindig getal, dan zeggen we dat de oneindige reeks con- 
vergent is en dat deze de limietsom S heeft. Dit kunnen we als volgt opschrijven: 
n 

S= lim Sn = gpm >, = ly t a ta tiy t tiy Ho 

k=0 
Anderzijds, indien s, niet tot een limiet nadert wanneer n — oo, zeggen we dat de 
oneindige reeks divergent is. 
Met andere woorden: de begrippen convergentie en divergentie van een oneindige 
reeks zijn gekoppeld aan het gedrag van de termen van de getalrij 
Sesia Saatasne 14 Seis oa 
De volgende stelling, waarvan we het bewijs achterwege laten, geeft een criterium 
voor convergentie van een reeks. 


Stelling 
Een noodzakelijke voorwaarde voor convergentie van de oneindige reeks 


Ao +4; +A +43 +... +a, +...isdat lim a, =0. 


Opmerking 

De stelling geeft een noodzakelijke voorwaarde voor convergentie van 
een oneindige reeks. Als aan deze voorwaarde niet is voldaan, dan diver- 
geert de reeks. Tegelijkertijd moeten we er de nadruk op leggen dat de 
voorwaarde geen voldoende voorwaarde is. Ter illustratie: 


de zogenoemde harmonische reeks 1 + Š + . + A -+4 z +... + Eg dn 
2 3 4 5 n 
blijkt divergent te zijn, ook alis lim ee 0. Het bewijs volgt uit het feit 
OO 1 noon 
dat f -dx = oo (zie deel 1). 
1 X 
OO 
TC > Dereeks > 3is divergent omdat lim 3 = 3 #0. 
m=5 moo 


v- 
> Dereeks >” (m + 3) is divergent omdat lim (m +3) = oo #0. 
m=5 mo 


o 
> Dereeks >> (2) is divergent omdat lim 2 = oo #0. 
-3 joo 





HOOFDSTUK1 


1.2.1 








Rijen en reeksen 


Het gebruik van Maple bij reeksen 


De waarde van een eindige reeks en de limietwaarde van een convergente reeks kan 
in Maple worden bepaald met de functie sum. Om een mooie uitvoer te krijgen 
wordt sum (rechterlid) gecombineerd met Sum (linkerlid). We geven enkele voor- 
beelden: 

>Sum(iA3-4*iA2,i=1..1000) =sum(iA\3-4*iA2,i=1..1000); 


1000 … 
S (È — 4i) = 249164916000 


j=l 
Maple bepaalt zelf of de reeks convergeert of divergeert. Drie voorbeelden: 
>Sum(1/2Ak,k=1l..infinity)=sum(1/2A\k,k=l..infinity); 


~= 1 

2. am 

k=l 
>Sum(1l/k,k=l..infinity)=sum(l/k,k=l..infinity) ; 

1 

L tso 

k=1%¥ 


>Sum(1/kA2,k=l..infinity) =sum(1/kA2,k=l..infinity) ; 


De eerste en de derde reeks zijn dus convergent. Voor de derde reeks is het resultaat 
misschien wat raadselachtig. De tweede reeks is divergent (zie de opmerking op 
bladzijde 16). 


Opgaven bij 1.1 


Bereken de eerste vijf termen van de rij, waarvan de algemene term gegeven is. Be- 
reken ook de vijfde partiële som s4 = a, +a, + a, + a} + a4. 


(—-1)* 


k 
a är = 2 C A= 
k k (k+1)(k+2) 
k k! 
b E d mee 
E kl Kk (2k)! 


Bepaal de twee volgende termen van de gegeven rij en stel een algemene formule 
op voor de k-de term. 
q4 


lijk. 


6 4 
a > (2k—4) e > (2x+ k) 
k=3 kl 
5 9k 4 
b — d > (2x+ k) 














1.2 


1.2.1 
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Schrijf met een sommatieteken. 


a (-3)+1+5+9+13+17 Ee BPA a aae 
b Strtatee d 2x+4x +8x° +16x° +322 
2 4 8 16 
Onderzoek met Maple of de volgende reeksen convergeren of divergeren. 
a T B Or 
oo OO 
b a d y b 
kk! Ki kl 


Enkele soorten reeksen 
Rekenkundige rijen en reeksen 


In voorbeeld 2 zijn we de rij 1, 5, 9, 13, 17 … tegengekomen. De rij had als regelmaat 
dat er steeds 4 werd opgeteld bij een term om de volgende term te bepalen. Het ver- 
schil tussen twee opeenvolgende termen is dus 4. Rijen waarvoor het verschil tus- 
sen twee opeenvolgende termen constant is, heten rekenkundige rijen. De bijbeho- 
rende reeks heet een rekenkundige reeks. 


Definitie 
De rij ap, 4 , 42, A3, .. . , Ag, - - is een oneindige rekenkundige rij als er een constante v 
is zodat a, — a, = v voor iedere k € N. 
es . . . . 

De reeks an +4, +4 + da +... +4, +... = a, is een oneindige rekenkundige 

0 l 2 3 k k 

nn |, 

reeks als a,,a,,4,,43,... ‚Aj, een oneindige rekenkundige rij is. 

Opmerkingen 


e Eindige rekenkundige rijen en reeksen krijgen we door de index 
niet door te laten lopen tot oo, maar deze te beperken tot een 
eindig aantal. 

e Er is voor de letter v gekozen omdat dit de eerste letter van het 
woord verschil is. 


Als we de beginterm a, van een rekenkundige reeks aanduiden met a, dan geldt: 
4) =4, A; =A+V, A, =a + 2v, enzovoort. 
In het algemeen geldt dus: a, =a + k. v. 


uan - 
TAT 
u), 


HOOFDSTUK 


Voorbeeld 10 — EA 








Voorbeeld 11 





Voorbeeld 12 NSA 





Rijen en reeksen 


We gaan de som van een eindige rekenkundige reeks bepalen en geven eerst een 
voorbeeld. 


We gaan weer uit van de rekenkundige rij uit voorbeeld 2 en bekijken de bijbehorende reeks 
1+5+9+13+17+21 +25 +29. 

De som kunnen we natuurlijk direct bepalen, maar we kiezen voor een andere aanpak. 

De eerste en de laatste term zijn opgeteld 30. Ook de tweede term en de één na laatste term 
zijn opgeteld 30. Dit geldt ook voor de derde en de twee na laatste term en ten slotte ook 
voor de vierde en de drie na laatste term. In totaal krijgen we dus als som van de reeks: 

4 x 30 = 120. Daarin is 4 de helft van het aantal termen en 30 de som van de eerste en 
laatste term. E 


Opdracht 

Neem de reeks uit voorbeeld 10 en tel er nog een term van de bijbeho- 
rende rekenkundige reeks bij op. Bepaal de som op dezelfde manier als 
in voorbeeld 10. Het aantal termen is oneven dus er blijft een term 
‘over’. Laat zien dat toch ook weer geldt: 

som = (helft van het aantal termen) x (eerste term + laatste term). 


De formule die in voorbeeld 10 gebruikt is kunnen we ook gebruiken voor andere 
rekenkundige reeksen. 


De som van een eindige rekenkundige reeks: 


i ; j 1 
Ap ta +45 ta Fo tHg R2 a, is gelijk aan s„ = idi (ag +4) (1.1) 


Let op: de index k loopt van 0 tot en met n. Er zijn dus n + 1 termen. 


In woorden: 
De som van een aantal termen van een rekenkundige rij is gelijk aan de helft van het 
aantal termen, vermenigvuldigd met de som van de eerste en laatste term. 


Als we schrijven a, = a + k- v dan geldt dus: 


5 a, =} (n+1)(a+ (a+ nv)) =} (n+ 1)(2a + nv) (1.2) 
k=0 2 2 


We berekenen de som 1 +243 44+... + 100. 


Het aantal termen is 100. De eerste term is 1 en de laatste 100. De gevraagde som is dus 


z101 + 100) = 5050. ‘ 


29 
We berekenen de som >” (1 + kx) =1 + (1+x)+(1+2x)+... + (1 + 29x) (hier- 
k=0 
in is x een variabele). 


Er blijkt direct dat de eerste term (k = 0) 1 en de laatste term (k — 29) 1 + 29x is. 
Het aantal termen is 30 (de index loopt van 0 tot en met 29). 


De gevraagde som wordt daardoor, . 30(1 + 1 + 29x) = 30 + 435x. 
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Meetkundige rijen en reeksen 


In voorbeeld 2 zijn we de rij 2, 4, 8, 16, 32,... tegengekomen. De rij had als regelmaat 
dat een term steeds met 2 vermenigvuldigd werd om de volgende term te bepalen. 
Het quotiënt (de uitkomst van de deling) van twee opeenvolgende termen is dus 
steeds 2. Rijen waarvoor het quotiënt van twee opeenvolgende termen constant is, 
heten meetkundige rijen. De bijbehorende reeks heet een meetkundige reeks. 


Definitie 

De rij ap, 4, , 45,43, „Aj, is een oneindige meetkundige rij als er een constante r 

a ja 

is zodat = = r voor iedere k € N. Dit quotiënt van twee opeenvolgende termen 
k 

heet de reden van de meetkundige rij (of reeks), waarmee de letter r verklaard is. 


OQO 
De reeks a, + aj +4, +43 +... +a +... = J, Ap is een oneindige meetkundige 
k=0 
reeks als ag, 4, á, đ3,..., ag, ... een oneindige meetkundige rij is. 


Opmerking 
Eindige meetkundige rijen en reeksen krijgen we door de index niet 
door te laten lopen tot oo, maar deze te beperken tot een eindig aantal. 


Als we de beginterm a, van een meetkundige rij aanduiden met a dan geldt: a, = a, 
a,=a-r,a,=a: r° enzovoort. In het algemeen geldt dus: 4p =4-r. 


We gaan de som van een eindige meetkundige reeks bepalen en geven eerst een 
voorbeeld. 


We berekenen de som? EE 
3 9 7? 6561 


| 1 
De beginterm van de reeks is 2 (a = 2), voor de reden geldt: r = S en de reeks bestaat uit 9 
termen (de teller van de breuken is steeds 2 en de noemer loopt van 30 tot en met 3) We 


duiden de som aan met s, dus geldt: 


z a a? 8 
Soy 2. ee 

3 3 21 6561 k=03 
We kunnen de som natuurlijk rechtstreeks berekenen, maar we kiezen voor een aanpak die al- 
gemeen toegepast kan worden. 


We vermenigvuldigen de reeks met de reden, dus in dit geval met 5 


L 2? 2 2? 2 2 Í? 
Er geldt: -s = -+-+ — +... + — +——— = -= 
“a aal 6561 | 19683 243 





Rijen en reeksen 










Als we de twee reeksen van elkaar aftrekken, zien we dat alle termen behalve de eerste en de 
laatste wegvallen: 


1 2 
s- -Ss 2- —— 
3 19683 


19882 
2 6561 
3 E 


Door de wijze van opschrijven in voorbeeld 13 zijn de beginterm, de reden en het 
aantal termen steeds te herkennen. Het is nu dan ook vrij eenvoudig de som van 
een eindige meetkundige reeks met beginterm a, reden r en aantal termen n + 1 
op te schrijven: 


n n+l 


r De ar =a , mits r Æ 1 (1.3) 
r 





Opmerking 
Zoals in (1.3) is vermeld, geldt de formule alleen voor r # 1. Voor r = 1 
geldt: 








n k n 
En p at = J, a[n tlg (1.4) 
Kel) k=0 
E 10 k 
k—0 2 ? 4 8 1024 
Oplossing n’ l 
De reeks is een meetkundige reeks met beginterm a = (- 7) = 1, reden r = — en be- 


staat uit 10 + 1 — 11 termen. Als we (1.3) toepassen, vinden we: 


) a 
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Voorheeld 15 Gegeven 


Een eindige meetkundige reeks waarvan de tweede term gelijk is aan l en de vijfde term ge- 


lijk aan A en waarvan de som gelijk is aan A 
48 32 


Gevraagd 
Uit hoeveel termen bestaat de reeks? 


Oplossing 
Voor de tweede en vijfde term geldt respectievelijk: a, = a-rena, =a: 3 (bedenk weer 
dat de eerste term rangnummer 0 heeft). Hieruit volgt data, = o as. 


We kennen de waarde van de tweede en vijfde term. Als we deze waarden invullen, vinden 


Dit geeft En : met als oplossing r = > 
Uit a, = enr Sn 5 volgt dat a = Ag a 


n+1 
1 
n 1 (5) 21 
Voor de som van de reeks geldt nu: $, a, =>: ie en 
k—0 3 l; 32 


n+1 n+1 
Hieruit volgt 1 — (3) EE (5) ~ n+ 1 = 


De reeks bestaat dus uit zes termen. 


We bekijken nu de som van een oneindige meetkundige reeks. We nemen eerst een 
bijzonder geval namelijk r = 1. 


OQO 
Als r = 1 hebben we de reeks >” ar =a+a+a+a+... 
k=0 


Voor a = 0 is deze som gelijk aan 0. 
Voor a > 0 is deze som oneindig (oo). 
Voor a < 0 is deze som —oo. 


Voor r = —1 hebben we te maken met de reeks 


< k 
> ar = ġa- (l) =a-a+a-a+...= 
k=0 k=0 


Als r # len r # —1 geldt voor de som S van een oneindige meetkundige reeks: 


OO n n+l 
aas ke, ark = lim >; a-r% = lim (a? 3 j= -= (1 lim me) 
k=0 


noo k=0 H> {—y If OO 


0 als a = 0 
ongedefinieerd als a Æ 0 













Voorbeeld ie rob) 








Voorbeeld 16 
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; n+l if n+l 0 voor -l<r<l 
vaur de j geldt: Pon d o i tog voor r>iIivr< -=i 
Hier volgt uit dat: 

Sö n _&_ voor LEE EA 
S= Ẹ ar = im Hark 4 l-r 
k=0 1-00 k=0 too voor r< -lofr>l 


De som van een oneindige meetkundige reeks bestaat dus alleen voor —1 < r < 


en dan geldt: 


oo 
Se X, GP a 
k=0 l-r 


I 


Bepaal de som van de oneindige meetkundige reeks 2 — : a a? + 
Oplossing 
De beginterm a van de reeks is gelijk aan 2. Omdat gegeven is dat het een meetkundige 
reeks betreft, is de reden te bepalen: r = — 5 
De reden ligt tussen —1 en +1 en de som wordt dan S = oo n ; = 1.6 
—r 
— (-; 
Van een oneindige meetkundige reeks is de som gelijk aan 3, a, = > ena = mo 


Bereken de beginterm en de reden van deze reeks. 


Oplossing 
Uit het gegeven dat a, = ? en ag = — volgt dat l= e 

9 729 81 i 
Dit geeft twee oplossingen voor r, namelijk r = 3 of r=— 5 


1 
We rekenen eerst verder met r = 3 


De som is gelijk aan 3, dit geeft — = 3. We vullen r = ; in en krijgen dan: 
—r 


a 
1 2 
3 
Voor r = — : vinden we op soortgelijke wijze: a = 4. 


Er zijn dus twee oplossingen voor het probleem: 


ten eerste: a = 2 (met r = >) en als tweede mogelijkheid: a = 4 (met r = — 3) 





(1.5) 
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Tot besluit van deze paragraaf een tweetal praktische toepassingen van meetkundi- 
ge reeksen. 
Voorbeeld 18 Gegeven 





Een bal wordt 100 meter boven de grond losgelaten. De bal springt telkens na het raken van 
de grond verticaal omhoog en bereikt daarna een hoogte die 20% lager is dan de voorgaande 
hoogte. 


Figuur 1.1 


De hoogte van de bal als 
functie van de tijd 





Gevraagd 
Bereken de totale afstand die de bal aflegt (in figuur 1.1 is de hoogte h van de bal tegen de 
tijd t uitgezet. Let wel: de bal stuit recht op en neer). 


Oplossing 

Na loslaten valt de bal op de grond en legt een afstand van 100 meter af. De bal stuit op en 
legt omhoog gaand en weer dalend, dus tweemaal, een afstand van 0,8 - 100 meter af, daar- 
na tweemaal een afstand van 0,8 - 80 = (0,8)? - 100 — 64 meter, enzovoort. De totale afge- 
legde afstand kunnen we uitdrukken met de reeks 

S = 100 + 2 (100 0,8 +100 - (0,8)? +100 - (0,8)° + | 


De reeks tussen de haken is een oneindige, meetkundige reeks met beginterm 

a = 100 . 0,8 = 80 en reden 0,8. De reden ligt tussen —1 en 1, dus passen we formule 
(1.5) toe. 

De som van deze reeks is dus 80 - — 400 meter. De totale afgelegde afstand is dan 
100 +2-400 — 200 mete, | PS 





Voorbeeld i9 meg Een spaarder wil, om enige regelmaat in zijn spaargedrag te brengen, automatisch gaan spa- 
ren en iedere maand een bedrag van € 150,- naar een spaarrekening over laten maken. De 
bank vergoedt hem dan een rente van 0,4 procent per maand, die niet opgenomen wordt, 
maar aan het gespaarde kapitaal toegevoegd wordt. Deze spaarder wil nu vooraf weten hoe 
groot het gespaarde kapitaal na 5 jaar zal zijn. 


Oplossing 

De bedragen in de berekening zijn steeds in euro's. We noemen het maandelijks te sparen 
bedrag b, dus b = 150 en het maandelijkse rentepercentage 0,4, dus r — 0,004. Verder kie- 
zen we R = 1 + r = 1,004 en noemen het totale kapitaal na k maanden K,- 

Na 1 maand krijgt de spaarder 0,004 - 150 — 0,60 euro aan rente. In de hierboven benoemde 
letters is dat b - r. Zijn kapitaal is dus aan het einde van de eerste maand 





i TETTEN me of — 
3 AES des mj en ż 
e CA AT) _ A 
v > TEn : 


a 
PA w t 
TAER 


f niks 
PA A PAA a 
HOOFDSTUK 
Ee Eerd GAT es heel 


Een EA 
3 





BEN p 
AE Rijen en reeksen 


Wine st 







K, = 1.004 - 150 = 150,60 euro; in letters: K, = b-R. Er wordt dan een bedrag van b bij- 
gestort en voor dit hele bedrag b + b - R wordt de tweede maand rente opgebouwd. Aan het 
eind van de tweede maand is het kapitaal gegroeid tot K, = (b + bR) - R = bR + bRÊ. 


Er wordt weer een bedrag b bijgestort en een derde maand rente ontvangen, het totale kapi- 
taal is na drie maanden K, = (b + (bR == bR? ) ) - R = bR + bR + bR. Zo doorgaand 
is het opgebouwde kapitaal na 5 jaar (60 maanden) gelijk aan 

Ken =bRHDRS + bR 4. eR. 

Dit is een eindige, meetkundige reeks met beginterm a = bR, reden R en n + 1 = 60 ter- 


_pêo 
men. De som hiervan is (formule (1.3)): Kgg = bl 


-R 
We vullen nu de getallen voor b en R in en vinden 
60 n 
Kog = 150 - 1,004 - de = 1506- kt. = 10189 52: 
1—1,004 — 0,004 


In de vijf jaar is in totaal 60 - 150 — 9000 euro gestort en dus in totaal bijna € 1190 aan ren- 


te ontvangen. 
E 


Opgaven bij 1.2 





In deze opgaven zijn steeds a (de eerste term) en v (het verschil) van een rekenkun- 
dige rij gegeven. Bereken de eerste drie termen en de partiële sommen s, en s}. 
a d=lu=2 Cc a=-2,v=-l 
5 l 
b 4a=l,v=0 d a=>,v=-> 
2 2 
Van een rekenkundige rij is de vijfde term gelijk aan 4 en de vijftiende is 9. Bereken 


de eerste term a, het verschil v en de partiële som so. 








Van een rekenkundige rij is de derde term gelijk aan —2 en er geldt bovendien dat 
Sọ = 110. Bereken de eerste term a, het verschil v en de partiële som sz. 





Van een meetkundige rij zijn a (de eerste term) en r (de reden) gegeven. Bereken de 
eerste drie termen en de partiële sommen s$, en s}. 
åa s= lh r= € Ä==äf==l 

1 


bb d&ä=3, f= -2 d wel 
3 4 2 





Van een meetkundige rij is de achtste term gelijk aan 3 en de elfde is —9. Bereken de 
eerste term a, de reden r en de partiële som sg. 


Van een meetkundige rij is de som van de eerste en de tweede term gelijk aan = en is 





het verschil van de derde en de eerste term gelijk aan — =, Bereken de eerste term 


en de reden r. 





Gegeven: de eerste drie termen van een rij, namelijk 4, x en 8 + x. 

a Bereken x indien de termen een rekenkundige rij vormen. 
Bereken de vierde term en de partiële som. 

b Beantwoord dezelfde vragen als onder a, indien de termen een meetkundige 
rij vormen. 
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B AA 1\' 
Bereken de volgende som: >) (E) +(-3) } 
t=0 \\S 7 


Een bal wordt op een hoogte van 2,0 m losgelaten. Telkens als hij de grond raakt, na 





een afstand h (meters) te zijn gevallen, stuit hij tot een hoogte 5 h terug. Bereken de 
totale afstand die de bal aflegt. 


1.3 Reeksontwikkeling en machtreeksen 


De termen van de reeksen uit de vorige paragrafen waren meestal getallen. Er zijn 
ook reeksen waarvan de termen functies van een variabele, bijvoorbeeld x, zijn. 
Een dergelijke reeks kunnen we als volgt noteren: 

lg (4) + u (8) Fr HE) HH BEH 


Voor iedere waarde van x krijgen we een reeks waarvan de termen getallen zijn en 
waarvan we kunnen nagaan of deze convergent of divergent is. 


De verzameling van alle waarden van x waarvoor deze reeks convergent is, noemen 
we het convergentiegebied van de reeks. Als x tot het convergentiegebied van de reeks 
behoort, is de som van de reeks een functie van x: 


f(x) = ul) + u(x) + u (x) +--+ UK) +. = > u(x) 


Als een functie f (x) op een dergelijke manier gegeven is, zeggen we dat de functie is 
voorgesteld door een reeksontwikkeling. Als we voor een gegeven functie f(x) een 
reeksontwikkeling opstellen, zeggen we dat we f(x) in een reeks ontwikkelen. In de 
toegepaste wiskunde zijn de belangrijkste voorbeelden van dit soort reeksen de 
machtreeksen en de Fourierreeksen. In dit hoofdstuk beperken we ons tot machtreek- 
sen. 


Als alle functies u(x) (k = 0,1,2,3,...) de vorm u(x) = ax hebben, ontstaat een 
reeks van het type a, + aj X + a,x? + a,x Ferat a,x" LEET 


Hierin is elke coëfficiënt een bepaald getal. Een dergelijke reeks noemen we een 
machtreeks in x. Indien de machtreeks convergeert, heeft deze een bepaalde som 


oo 
JTE = ap Frl dk der Pa g, a,x" (1.6) 
k=0 


Wanneer een gegeven functie voorgesteld kan worden door een machtreeks, zeg- 
gen we dat we deze in een machtreeks kunnen ontwikkelen. 


AET 


Een OA 
Voorbeeld 20 
ERE Eger lien fd EAU y 





De reeks 1 + 2x + 3x? + 4x? + .. is een machtreeks waarvoor (in bovenstaande notatie) 
geldt: a, = k + 1. We kunnen de reeks daarom schrijven als: 


OO 
lede ‘a k 
k=0 











Voorbeeld 22 
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De reeks 1 + x + x? + x + ... is een machtreeks, maar is ook te beschouwen als een on- 
eindige, meetkundige reeks met a = 1 en r = x. De reeks convergeert als —1 < r < 1, 
dusals —1 < x < 1. 

3 1 


De som van deze reeks is f(x) = ONE 
o ix 


Andersom betekent dit dat we f(x) = — voor —1 < x < 1 in een machtreeks kunnen 
—X 





ontwikkelen: 

2. 3 k ek 
nnn tk +X Hd Hd 

mA k=0 u 
We ontwikkelen f(x) = in een machtreeks. 
1x? 
Omdat o- T is f(x) te beschouwen als de som van een meetkundige reeks 
1+x? 1-—(—x°) 

met beginterm a = 1 en reden r = EK 


We krijgen daarom de volgende machtreeksontwikkeling: 


Oele tt (D nd 
TX k0 





Dit is geldig als —1 < —x < 1, dus als —1 < x < 1. 


Opdracht 

Ontwikkel f (x) = Tr in een machtreeks. Hint: 5 +x = 5. (1 + lx). 
Wanneer we van een functie f (x) een machtreeksontwikkeling kennen, kunnen we 
de machtreeks term voor term differentiëren. Als aan bepaalde voorwaarden is vol- 
daan (hier gaan we nu niet verder op in), is de zo ontstane nieuwe reeks de mach- 
treeks van f'(x). 


Door de machtreeks 1 + x + xe + x +... +x +... term voor term te differentiëren 


ontstaat de reeks 1 Ae ker o 


Omdat txix tx t.. + Ke — (zie voorbeeld 21) en de afgeleide van 
—X 
geldt 1 tI HE aA Ro koo -o 
(1x) 





gelijk is aan l 

—X (1x) 
We concluderen dat de reeks 1 + 2x + 3x + Ax° de. He kn + ... de machtreeksont- 
1 


wikkeling van f(x) = Ao? is 
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Opgaven bij 1.3 


3 
Ei] Ontwikkel de reeks (x — Wi — (2 — x)? + (x) in een machtreeks. 


EXA Ontwikkel de volgende functies in een machtreeks. 














l 3 

a f=- a Ae 
—_ 2 oO g 

b Piso d g= er, 


1.4 Taylorreeksen 


1.4.1 


In de voorbeelden 21 en 22 konden we de machtreeks van een functie bepalen om- 
dat het voorschrift de som van een oneindige, meetkundige reeks was. Slechts bij 
uitzondering is de machtreeks van een functie echter een meetkundige reeks. We 
zullen nu een algemene methode opstellen om een willekeurige functie in een 
machtreeks te ontwikkelen (vooropgesteld dat een machtreeksontwikkeling moge- 
lijk is). 


Taylorreeksen in z = 0 


We beginnen met een machtreeksontwikkeling in de buurt van x = 0. We gaan uit 
van een functie y = f(x), die bestaat voor x = 0 en waarvan de afgeleide van elke or- 
de bestaat voor x = 0. We gaan een veelterm f, (x) van de graad n maken die in de 
buurt van x = 0 een benadering voor de functie y = f(x) is. Een dergelijke veelterm 
heeft de vorm 

Fl) = an Hadad Hat Fte 

We zoeken dus een veelterm (dat wil zeggen, we moeten de onbekende coëfficiën- 
ten dj, 4,45, å3,..., 4p bepalen) om de gegeven functie y = f (x) bij benadering te 
kunnen berekenen voor waarden van x dicht bij 0 (we zeggen ook wel in de buurt 
van x = 0 of rond x = 0). 


We beginnen met de eis dat f (0) en f, (O) aan elkaar gelijk moeten zijn. Deze eis be- 
tekent dat f (0) = f, (O0), waaruit volgt dat a, = f (0). 


n 


Vervolgens eisen we dat f'(x) en f’ (x) aan elkaar gelijk zijn voor x = 0. Dit betekent 
dat f’ (0) = f’ (0). We differentiëren f, (x) en vullen dan x = 0 in. 

f‚(%) = a; +2a,x + 3a3x +... + nax"! 

f'(0) = f’ (0) waaruit volgt a, = f’ (0). 

De volgende eis is dat f” (0) = f” (0). Dit stelt ons in staat a, te bepalen. 

We differentiëren f‚ (x) en bepalen f” (0): 

fi (=) =2-l-æ& +3: Zake +n (n— jaa”, waaruit volgt f” (0) =2:1-4 


II 
De gestelde eis levert nu a, — LO 


We gaan door met het eisen dat de hogere afgeleiden van f gelijk moeten zijn aan de 
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hogere afgeleiden van f, in het punt x = 0. Uit elk van deze eisen volgt steeds een 
âp met k < n. 


3) 3 


(x)=3:2-1-a,+...+n-(n-—1)-(n-—2)- a,x" 


f! 


Uit de eis F® (0) = F90) volgt E” w =3.2.1-a}, waaruit a} te bepalen is: 


n 


ze 0 FE 
3 3-21 3! 





Zo doorgaand vinden we uiteindelijk a, : 
P”) =n(n-D(n-2)-……-2-1-a, 


Uit de eis f™ (0) = f™” (0) volgt f™ (0) = n(n — 1)(n — 2) - ... -2 - 1 - ap, waaruit we 
a, bepalen: 
( 
f”(0) _f”@) 


An = nln- D(n-221 ml 


Voor a, met k = 0, 1,2,3,...,7 kunnen we dus schrijven: a, = 
hierbij voor f =P, voor f’ = f(1) en voor f” = f(2)), 


(we noteren 


f”(o) 
kl! 


De veelterm f(x), ook wel de veelterm van Taylor of Taylorpolynoom van y = f (x) in 
x = 0 genoemd, gaat na vervanging van de coëfficiënten door de verkregen uitdruk- 
kingen over in 














Opmerkingen 

e Om de eerste twee termen van deze sommatie te kunnen begrij- 
pen, is het van belang te weten dat 0! = 1 en 1! = 1 (zie hiervoor 
paragraaf 1.1.1). Ook is het nodig de afspraak te kennen dat de 
‘nulde’ afgeleide van een functie de functie zelf is. 

e De hoogst voorkomende afgeleide is de n-de afgeleide, daarom 
spreken we van een Taylorpolynoom van orde n. 


De gevonden veelterm is een benadering van de functie y = f(x) in de buurt van 
x = 0. Het verschil tussen de gegeven functie f(x) en de berekende veelterm wordt 
de restterm genoemd. Als de restterm tot 0 nadert als n — oo, convergeert de veel- 
term f (x) naar f(x). Deze reeks noemen we de Taylorreeks van de functie f(x) in 
het punt x = 0. 


Conclusie 
De Taylorreeks van de functie f (x) in het punt x = 0 is: 


_ fi) f”) 2, f@(0) 3 fO) n Sf Oe 
f(x) =f(O) + T + T x“ + al Ht a x nT z 

















Voorbeeld 24 


Figuur 1.2a-c 

Grafiek van f(x) = e en de 
nulde tot en met de 
benadering van de 

derde orde 
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Opmerkingen 
e De Taylorreeks in het punt x = 0 wordt ook wel de McLaurinreeks 
genoemd. 


e Over de restterm valt wiskundig veel te zeggen, maar we gaan er 
in dit boek niet nader op in. 


We bepalen de Taylorreeks in x = 0 (de Mclaurinreeks) van de exponentiële functie 
fo) 
Voor deze functie geldt dat de afgeleide van elke orde gelijk is aan e*, ofwel: 


foot 


Voor de functiewaarden in 0 van de functie en van al zijn afgeleiden geldt: 


Oto etn ee 


Hiermee zijn de coëfficiënten in de Taylorreeks eenvoudig te bepalen: 
dn gn 
EE 


De Taylorreeks rond x = 0 van deze exponentiële functie wordt daarmee: 


2 3 k G K 
eli a n S 
Da k! ok 


d ie: 43 
tAglat= Tr X+ EA a ed 









Ade T+ Xx Up= te xaid? 





In figuur 1.2a is de grafiek getekend van f(x) = e”. In figuur 1.2b die van de nulde en 
van de eerste orde benadering (f)(x) = 1 en f (x) = 1 + x). In figuur 1.2c zijn de gra- 
fieken getekend met de benadering van de tweede en derde orde 
Gol) = 1 Hett en f(x) = 1 tat tel). We zien dat de benaderingen 
van hogere orde beter op de grafiek van f (x) = e” lijken en dat dat ook op een steeds 


groter interval rond x = 0 het geval is. 


PEEN MA blie 
EN ATEN WN SNG 
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Als we in deze reeksontwikkeling x = 1 invullen, ontstaat de volgende reeksontwik- 
keling van het getal e: 


E E E A. l ZN 1 
e =e =titortarte tt y. ki 
k=0 
Deze reeks convergeert zeer snel, doordat n! zeer snel toeneemt bij stijgende n en 
de breuken dus snel afnemen. Dit betekent dat we voor een goede benadering van 
het getal e niet eens zo heel veel termen hoeven te bepalen. 


Opdracht 

Bereken met de genoemde reeksontwikkeling een benadering van het 
getal e in 3 decimalen nauwkeurig (hanteer als criterium om te stoppen: 
de volgende term is kleiner dan A 107? = 5 - 1074 = 0, 0005). 


Het is mogelijk om uit een gevonden Taylorreeks voor een andere (verwante) func- 
tie een Taylorreeks te bepalen. 





Met behulp van de uitkomst van voorbeeld 24 kunnen we de machtreeks van andere expo- 


nentiële functies bepalen. Als we in dit voorbeeld x vervangen door —x, krijgen we: 





a ee 2 one 3 - 4 — k k OO De k 
EE 
1! 2! 3! 4! k! ko kK 
Ook kunnen we de Taylorreeks in x = 0 van de exponentiële functie g(x) = a* bepalen. Om- 
dat a* = e™"(®? — eXl"@ vervangen we x door xina in de reeksontwikkeling van o- e 


en krijgen dan: 





o a a gy ia na , ia na)’, 
en k 1! 2! 3! k! 
(Ina) _k 
TK 
k=0 5 ISS 
EE Tre ID, 8 . e 
oorbeeld 26 — We bepalen de reeksontwikkeling van f(x) =x -e *. 
Oplossing 


Door de reeksontwikkeling van e * te vermenigvuldigen met x ontstaat de reeksontwikkeling 





bn k kerl 
go xe -x F a y ... + ki +... 
o 
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Voorbeeld 27 We bepalen de Taylorreeks in x = 0 (de MclLaurinreeks) van de goniometrische functie 
f(x) = sinx. We bepalen de afgeleiden in x = 0, die nodig zijn voor de berekening van de 


coëfficiënten van de machten van x. 
fx) == an> D 


f (x) = cosx = f (0) = 1 
f(x) = -sinx = f (0) =0 
f (x) = —cosx >f (0) = —1 


p (xX) — sinx > p (0) 0 
enzovoort. 


Wat opvalt is dat voor even waarden van k geldt dat de k-de afgeleide gelijk is aan 0. 
Voor een even getal k kunnen we schrijven k = 2m, met m = 0, 1,2,3, ... Dus 
{Fm co) — O voor m = 0,1,2.3,... 


Voor de oneven waarden van k is f% (0) steeds afwisselend +1 en —1. Als k oneven is kun- 
nen we schrijven k — 2m + 1, met m = 0, 1,2, 3,... 


Asm 0.2.4,  danisk= 1,5,9, geldt fo 0 gem) (0) — 1 en voor 


m 1,35... danisk -2 7.11... krijgen we (0) -IT 0 = 1 


Dit kunnen we samennemen in de volgende formulering: 

Voor oneven k geldt (we schrijven k = 2m + 1): p 0) = fe O- D. 

De Taylorreeks van sinx bestaat dus alleen uit termen met oneven machten van x die afwis- 
selend een positieve en negatieve coëfficiënt hebben. 

De Taylorreeks in x = 0 van f(x) = sinx is: 


3 5 7 2m+1 
X X X a % 
Xý- SINK == mee S e S (el) ed. 
(x) 3 S5 Ga (2m+1)! 
5 jn yemt1 
2 o an 
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De Taylorreeks in x = 0 van f(x) = cosx zou op dezelfde wijze bepaald kunnen worden als 
die van de functie f(x) = sinx. Maar hij kan ook berekend worden uit de reeks voor de si- 
nus omdat we weten dat de afgeleide van sinx gelijk is aan cosx. 

We differentiëren de reeks van de sinus en vinden: 


i 3 5 1 2m+1 
as d G EE E nt 5 











dx dx 3I SS A Omi D 
X x% x m n 
=1->+>- Gl 
2! A 0! ~ (2m)! 
— 5 (—1)" 2m 


In de berekening is gebruikgemaakt van: 


d (a) a l wl l k 
dx \k! k! k(k—1)! (k=1)! 





In de voorbeelden 27 en 28 valt op dat de even functie f(x) = cos x slechts termen 
met even machten van x bevat en dat de functie f(x) = sin x, die oneven is, alleen 
termen bevat met oneven machten van x. 


In het algemeen geldt: de Taylorreeks in x = 0 van een even functie bevat alleen ter- 
men met even machten van x en die van een oneven functie bestaat louter uit termen 
met oneven machten van x. 


Ne 


Bepaal de Taylorreeks rond x = 0 van de functie f(x) = In(1 + x). 





























Oplossing £(O) m 
n 
een en 
fo- l >a -U l 
Ir o i 
o o aoa T0) — ' |I 
a 2 2 
f (x) ~ z => d = (0) = 2 1 
Taa SS a y 
Co- ~ o, To g l 
(lx) 5 4! 24 4 
o n fo A l 
Too 5! 5! 5 


Voor de algemene term vinden we: 


o o En o o n 
Coe 





De gevraagde Taylorreeks is dus: 


k-i 
f(x) = In(1 + x) =x the htt E a., 
S fn k—1 
-S I k 


k=1 K a 
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Voorbeeld 30 | 


1.4.2 
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Opdracht 
Leid uit de zojuist berekende Taylorreeks de Taylorreeks in x = 0 van 


f(x) = log(1 + x) af. Hint: ° logx = = sd 
n g 





Taylorreeksen in een willekeurig punt x = a 


We kunnen ook een Taylorreeks in een willekeurig punt x = a bepalen. We kunnen 
daarbij te werk gaan op een manier vergelijkbaar met de wijze waarop we de Tay- 
lorreeks in x = 0 bepaald hebben. 

De veelterm van graad n die een benadering van de functie rond x = a vormt, 
schrijven we in een vorm met machten van (x — a): 

LUS == Ha ea lr a rale dale dd 


Door nu de functiewaarde en alle afgeleiden tot en met orde n van f(x) en f, (x) aan 
elkaar gelijk te stellen voor x=a, kunnen we de coëfficiënten a, voor 
k = 0, 1,2,3,...,n bepalen. 

Voor de coëfficiënten a, geldt: 

f(a) 


aA es 
k! 


Als de restterm (het verschil tussen de gegeven functie en de benaderende veel- 
term) tot 0 nadert als n — oo dan convergeert de veelterm f, (x) naar f(x). Zo ont- 


staat de Taylorreeks van de functie f (x) in het punt x = a. 


Conclusie 
De Taylorreeks van de functie f (x) in het punt x = a is gelijk aan: 


ORTOR Ora at Oa 





1! 2! 
PE ioi (a) (x a)” 4 
n! 
= S f” (a) (% a)“ 
k=0 K! 


We bepalen de Taylorreeks in x = 1 van de functie f(x) = l Om het differentiëren wat een- 
voudiger te maken schrijven we f(x) = L. 








- KD 1 
WO- x ed 
o o o 
rax) = (1x? => a, = HD == -| 
POD et 


o= i2 ax a 








Voor de algemene term geldt: 


od o S 
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alang 





ek k 
=> âk a a (—1) 
De te bepalen Taylorreeks is dus: 
w A Da l a Da a D D 
0O 
ny 
k=0 p 
Opdracht 
Door f(x) = $ te schrijven als f(x) = TF en dit op te vatten als de 
e -(l—x 


som van een meetkundige reeks _ met a = len r = 1 — x kunnen we 
—r 
TJE à als een meetkundige reeks schrijven. Ga na dat dit dezelfde 
X 


reeks is als die zojuist is afgeleid. 


Opdracht 
Waarom kan de functie (zie voorbeeld 30) niet in een Taylorreeks in 
x = 0 ontwikkeld worden? 





We bepalen de Taylorreeks van f(x) = Inx in x = 1. We gaan niet alle afgeleiden bepalen, 
maar maken gebruik van de Taylorreeks rond x = 0 van de functie In(1 + x) (zie voorbeeld 
29). Door nu x te vervangen door x — 1 krijgen we 

g(x — 1) = In(1 + (x — 1)) = Inx = f(x) en kunnen we de Taylorreeks van f(x) berekenen: 
fx) = g(x — 1) 


1 


yY 


= s = L D 
k=l 


Omdat In(1 + (x — 1)) = Inx hebben we hiermee tevens de gevraagde Taylorreeks be- 
paald. g 


Opdracht 


We weten d Hg = t 
dx * 


Bepaal de Taylorreeks rond x = 1 van f (x) = 1 door de reeks van In x (zie 
voorbeeld 31) te differentiëren en vergelijk de uitkomst met de reeks uit 
voorbeeld 30. 
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Taylorreeksen met Maple bepalen 

In Maple wordt het n-de-graads Taylorpolynoom van f(x) rond x = a verkregen 

met behulp van het commando taylor (f (x), x=a, n+1). Dit levert een expres- 

sie op, waarbij de laatste term de zogenaamde ordeterm is. Een dergelijke term is 

van de vorm o((x — a) en geeft aan dat in het restant van de reeksontwikkeling 

de exponent van x — a minstens n + 1 is. Deze ordeterm is te verwijderen via con- 

vert (expressie, polynom). Met behulp van unapply kan er vervolgens een 

functie van worden gemaakt. 

Willen we bijvoorbeeld de Taylorreeks van de 10-de graad van de functie f(x) = e” 

rondom het punt x = 0 bepalen, en vervolgens voor x = 1 een benadering van het 

getal e! = e vinden, dan kan de Maple-sessie als volgt verlopen: 

>taylor(exp(x),x=0,11); 

Ere PET AII ENE ia 
2 6 24 120 720 5040 

l 8 l 9 l 10 ox!) 


= X + 
40320 362880 362880 











>convert ($; polynom) ; 


1 tra? if +4 pi zee doa 
2 6 24 120 720 5040 

Ei Ef gg 

40320 362880 362880 








>t:=unapply(s,x) ; 


riek = lappir rata 
2 6 24 120 720 5040 
1 8 l r ji ‚10 











= = 
40320 362880 362880 


CAL] # 
9864101 


3628800 


o0 


>evalf ( 


F 
2.718281801 
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DO 


DO 


Do 


DO 
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Opgaven bij 1.4 


Bepaal de eerste vijf termen van de Taylorreeks rond x = 0 zonder gebruik te maken 
van bekende reeksen. 

a fe” c 
b J= d 


Bepaal de Taylorreeksontwikkeling rond x = 0 van de functie f (x) = (1 + mE 
Beredeneer waarom deze reeks slechts zes termen heeft. 


Bepaal de eerste vier termen van de Taylorreeks rond het aangegeven punt zonder 
gebruik te maken van bekende reeksen. 

a g(x)=e;x=2 b f(x) = sin; x= 

Bepaal de Taylorreeks in het aangegeven punt. Maak in voorkomende gevallen ge- 
bruik van de reeksen die in dit hoofdstuk zijn ontwikkeld voor sinx en e*. Schrijf 
de reeks met behulp van een sommatieteken. 





l g Al Rota 
a fm= ir? e f =z- e hta 
b fw =VEr=1 f gt) =5t=4 
c f@)=e;x=0 g f= SME nn 


t 


h fig) = z° sin (žz);z=0 


Bereken met Maple de eerste drie termen ongelijk aan 0 van de Taylorreeks in x = 0 
van de volgende functies. 


| 1 
a gw)= cosx j 





f(z) = e° cosz 





Bepaal met Maple het 10-de graads polynoom dat de functies in vraagstuk 4 bena- 
dert in de buurt van x = 0. 


Bepaal met Maple de Taylorreeks van graad n (n = 1,2,3,4,5) van de functie 
f(x) = In(l — x) in het punt x = 0 en laat de ontwikkelde veeltermen, samen met 
de grafiek van f (x) in één venster plotten. 


Bepaal met Maple de Taylorreeks van de graad 10 van de functie f (x) = arctan x in 
het punt x = 0 en laat het ontwikkelde polynoom zonder restterm plotten in één 
venster, samen met de grafiek van f (x) zelf. 
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1.5 Linearisering 


In de toepassingen van de wiskunde komt het vaak voor dat men van een functie 
f(x) alleen geïnteresseerd is in het gedrag van die functie in een bepaald punt, of 
in een kleine omgeving van dat punt. In dat geval volstaat men vaak met een linea- 
risering van de functie. De functie wordt dan benaderd door een Taylorreeks met 
maximaal twee termen, waardoor een lineaire functie ontstaat. 





MESEN 
Ad Eee We ontwikkelen eerst de functie f(x) = o in een machtreeks in x = 0. 
FX 

We kunnen de functie f(x) = L zien als de som van een oneindige meetkundige reeks 
met eerste term a = 1 en reden r = —x. Immers: — o -A 

1+x 1x) 1-r 
Dus: f(x) =1 —X + X ~X +.. enzovoort. 
Stel dat we alleen geïnteresseerd zijn in het gedrag van f(x) dicht bij x = 0. We kunnen dan 


volstaan met de eerste twee termen: f(x) ~= 1 — x, omdat x? al weer veel dichter bij O ligt 


dan x zelf en x° nog dichter bij 0 ligt. 





Fr TA es iS, Neef ee 

AA LEENE De uitkomst van voorbeeld 34 geeft ons de mogelijkheid om voor kleine x (de Taylorreeks is 
e de 1 

rond x = 0 ontwikkeld) een benadering vande eerste orde te gebruiken om bijvoorbeeld o te 


benaderen. Daarvoor gebruiken we slechts de eerste twee termen uit de reeksontwikkeling: 


l x1— x. 

1+x 

Zo is L — ~ 1 — 0,1 = 0,9 (dit mag dus alleen toegepast worden omdat 0,1 dicht 
1,1 140,1 

bij 0 ligt!). 


(uitkomst rekenmachine: En — 0,9090909) 


Wanneer we bijvoorbeeld 5 op deze manier willen benaderen schrijven we, om gebruik te 


kunnen maken van de eerstegraadsbenadering — a~ 1 — x ofwel A xi +x: 
TX 


1 1 1 1 1 


=n a =- 0,02: (1 +0.06) = 0,0212 (uitkomst reken- 
47 503 sp >) 50 1—0,06 


50 
machine: 1 = 0,0212766). 
47 


We hebben voor 50 gekozen omdat dit het mooiste getal (waarvan we de reciproke (‘de 1 ge- 
deeld door …’) kennen) is dat het dichtst in de buurt van 47 ligt. 


We komen op het begrip linearisering nog terug in de volgende paragraaf met toe- 
passingen. 
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Opgaven bij 1.5 


a _Lineariseer de functie f(x) = v1 + x in de buurt van x = 0 met (de eerste twee 
termen van) een Taylorreeks. 

b Benader nu /1,02 met de ontwikkelde lineaire functie. 

c Benader ook v10 met behulp van de in a ontwikkelde linearisering. Hint: 


vī0=v37T= 9- (1+5) 


Teken de grafiek van f (x) en die van de ontwikkelde linearisering in één figuur. 
e Benader f(x) in de buurt van x = 0 ook door een tweedegraadsfunctie. 


a  Lineariseer de functie f (x) = sinx in de buurt van x = 0 met een Taylorreeks. 

b Benader met behulp van de resultaten van deel a sin (5°). Hint: ga eerst over op 
radialen (waarom?). 

c Teken de grafiek van f(x) en die van de ontwikkelde lineariseringen in één fi- 
guur. 

d Benader f(x) in de buurt van x = 0 ook door een derdegraadsfunctie. 


a Probeer de functie g(x) = cosx in de buurt van x = 0 met een Taylorreeks te li- 
neariseren. Waarom lukt dit niet? 

b Benader cos (5°) met een tweedegraadsbenadering van g(x). 

c Teken de grafiek van g(x) en die van de ontwikkelde benaderingsfunctie in één 
figuur. 


Toepassingen van Taylorreeksen 


Taylorreeksontwikkeling wordt gebruikt voor het benaderen van functies, die zon- 
der een reeksontwikkeling nauwelijks hanteerbaar zijn of waarvan het voldoende 
is slechts een benadering van de functiewaarde te kennen om tot een oplossing 
van een probleem te komen. Ook in (zak)rekenmachines worden functiewaarden 
berekend met behulp van Taylorreeksen, die daarin voorgeprogrammeerd zijn. 
Taylorreeksen brengen het berekenen van functiewaarden namelijk terug tot de be- 
werkingen vermenigvuldigen, delen, optellen en aftrekken. Voor dergelijke benade- 
ringen nemen we natuurlijk een eindig aantal termen van de Taylorreeks en zorgen 
dat de variabele in de buurt ligt van a als we de reeksontwikkeling rond a gebruiken. 


Linearisering 


In veel vakgebieden waar wiskunde wordt toegepast, is het vaak ondoenlijk om met 
exacte formules te werken. Vaak is het ook niet nodig om met heel grote nauwkeu- 
righeid berekeningen uit te voeren, bijvoorbeeld omdat de gegevens met behoorlijk 
grote fouten behept kunnen zijn. Zo is in de elektrotechniek de waarde van een 
weerstand vaak met een marge van vele procenten bekend en is het daarom zinloos 
in de rest van de berekeningen uiterst precies te werk te gaan met zeer gecompli- 
ceerde formules. 

Zoals we gezien hebben in paragraaf 1.5 kunnen we een functie benaderen door 
een eerstegraadsfunctie en spreken we van linearisering. We geven daarvan een aan- 
tal praktijkvoorbeelden. 







ei: 
balk 


\ 
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Als de temperatuur van een vaste stof of vloeistof verandert van tọ naart, verandert de 
dichtheid van p, naar p}. We veronderstellen dat de volume-uitzettingscoëfficiënt ~ constant 


is en noteren At = t, — tj; We krijgen de volgende formule: 
— f 


Omdat gewoonlijk At erg klein is, kunnen we de deling benaderen door 
py > po (l — yAt). 


We hebben gebruikgemaakt van de eerste twee termen uit de reeksontwikkeling van en 
rond x = 0. Deze reeksontwikkeling hebben we in voorbeeld 34 bepaald: hen 


A 
1+x 





We behandelen de zogenoemde mathematische slinger en berekenen de slingertijd. Het ene 
uiteinde van een draad met lengte | wordt vastgezet, terwijl aan het andere uiteinde een ko- 
gel met massa m wordt bevestigd. We verwaarlozen de massa van de draad en de wrijving. 
De hoek die de draad met de verticale lijn door het bevestigingspunt van de draad maakt, 
noemen we ». In figuur 1.3 zijn alle gegevens te vinden. 


Figuur 1.3 


De mathematische slinger 


Op de koge! werkt de zwaartekracht die we ontbinden in een component in de richting van 
de draad en een component loodrecht daarop. De grootte van de loodrechte component is 
Img sin |, waarin g de gravitatieconstante is (o as 9,8 m/s). 


Volgens de tweede wet van Newton geldt: F = m - a, waarin a de versnelling voorstelt. Dit 


betekent voor de slinger: ma = —mg sin p, waarbij we a kunnen uitdrukken in de hoekver- 
2 2 
snelling $: al: nd Zowel als a zijn functies van de tijd t. 


De vergelijking wordt daarmee: 


d° 
a = —g sino 
In deze vergelijking komen de tweede afgeleide van © en © zelf voor. Het is een zogenoemde 
differentiaalvergelijking, een soort vergelijking waarop we verderop in dit boek nog uitge- 
breid terugkomen. 
Het is zeer lastig om de oplossing van deze vergelijking te vinden. We kunnen echter sin y 
benaderen door een lineaire functie. We weten de Taylorreeks van sin rond y = 0: 


sinp = p — p + y — . . . De eerste orde benadering van sin is dus sing = g. 


3! 5! 
De gevonden vergelijking gaat dan voor kleine waarden van y over in |- He = —9y. 
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Rijen en reeksen 


We veronderstellen de volgende ‘beginvoorwaarden’: de slinger wordt op t = 0 losgelaten 
(de snelheid is dan 0) en U, Is de uitwijking op t = 0. 


De oplossing van de vergelijking is dan y(t) = U: cos C LD: 
Hieruit volgt dat de periode van de beweging van de slinger (de slingertijd) gelijk is aan 


=m 
g g 


Opdracht 
Ga door invullen na dat de in voorbeeld 37 de gegeven oplossing aan de 
differentiaalvergelijking en de beginvoorwaarden voldoet. 


Opgaven bij 1.6 


De vorm van een volledig buigbare kabel die vrij aan twee even hoge punten hangt, 
1 a Es 


is gegeven door y = f(X) = nd e 


Toon aan dat deze vorm van de kabel als a groot is ten opzichte van x (oe is dan 
a 


klein) vrijwel een parabool is. 


In de klassieke natuurkunde is de kinetische energie van een lichaam met massa 


1 TF ia id 
my en snelheid v gegeven door E‚ = zo Ha Volgens Einstein is de kinetische ener- 


2 
2 2 MC 2 m ani 
gie E, = mc — mc = —== — mgc", waarbij m de relativistische massa 


| 2 
C 
bij een snelheid v is en mọ de massa in rust is. Verder stelt c de lichtsnelheid voor. 


Schrijf E, als een lineaire functie van v“ en toon aan dat E, = E als v klein is ten 
opzichte van c. 


Herhalingsopgaven 


In deze opgave zijn steeds a (de eerste term) en v (het verschil) van een rekenkundi- 
ge rij gegeven. Bereken de eerste drie termen en de partiële sommen s, en s. 
a gaps l p daps -l 


Van een meetkundige rij zijn a (de eerste term) en r (de reden) gegeven. Bereken de 
eerste drie termen en de partiële sommen s, en s, r 
dad á äsáfts-= b. a=3,r = — 

2 3 


Van een rekenkundige rij is gegeven dat a, = 6 en de som van de eerste twee ter- 
men is 19. Bereken de som van de eerste 25 termen. 


Van een meetkundige rij is bekend dat a} = -< en dat de som van de oneindige 


reeks gelijk is aan 15 Bereken de beginterm en de reden van de rij. 
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10 3\ 2k 
Bereken > (5) +1 -3k |. 
k=1 \ 4 


Bereken de eerste drie termen van het Taylorpolynoom van f(x) = tanx rond het 


punt x = m 
rik 


Bereken de Taylorreeks in x = 0 van de volgende functies. Schrijf de reeks een som- 


matieteken. 
a fx) =e b f(z) =z e” 


Schrijf de volgende machten als een veelterm. 
a (da b (z-1 


Bereken met Maple de eerste vier termen van de reeksontwikkeling van de vol- 
gende functies in de buurt van 0. 








a l b VI zis Z 
(1v) i 

c A m 
Vl-z VI6rw 


Bereken met Maple: 

a het 4-de-orde Taylorpolynoom (polynoom = veelterm) van f(x) = (cosx)° in 
x= D. 

b de functiewaarde van dit polynoom in x = Ee Vergelijk de uitkomst met de 


l 
exacte waarde van (cos (ar) 
c het 4-de-orde Taylorpolynoom van f(x) = ( sinx)” mng = 0, 


d de functiewaarde van dit polynoom in x = n, Vergelijk de uitkomst met de 


_ Fr IA 
exacte waarde van | sin a f 


e Telde uitkomsten van de onderdelen a en c en die van b en d op en trek daaruit 
een conclusie. 


Samenvatting van hoofdstuk 1 


Rekenkundige rijen en reeksen 
De rij a49, 4,45... Ap, is een rekenkundige rij als er een constante v is zodat 
4ķ,ı — Ap = v voor iedere k € N; er geldt dan a, =a + k.v. 


OO 
De reeks a, +4; +a, +43 +-...-+4, +...= J, Gp is een rekenkundige reeks als 


mo i k=0 
4g, 4, åz, ..., 4, een rekenkundige rij is. 


Voor de som van een eindige rekenkundige reeks met beginterm a, verschil v en 
aantal termen n geldt: 


si Aj. = $, = Ein 4 (ag F á) = Ln + 1)(2a + (n)v) 
k=0 2 z 


In woorden: 
De som van een rekenkundige rij is gelijk aan de helft van het aantal termen, verme- 
nigvuldigd met de som van de eerste en laatste term. 
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Rijen en reeksen 


Meetkundige rijen en reeksen 
De rij a, 41, 42,..-,4Ap,... is een oneindige meetkundige rij als er een constante r is 

a, : 5 
zodat + = r voor iedere k € N. 

A 
OO 
De reeks a, +4, +4) +43 +...+4, +...= J, Ay is een oneindige meetkundige 
k=0 

reeks als a), aj, 4j,..., Aj, een oneindige meetkundige rij is. 
Voor de som s, van een eindige meetkundige reeks met beginterm a, reden r en 
aantal termen n geldt: 


j (SE rl 


Z k 
s= 2, af S 
k=0 





als r # 1 en 


Ek 
S, = d, Ar = 


n 
k=0 k=0 


a=(n+1l)-aalsr =1 
De som van een oneindige meetkundige reeks bestaat alleen voor —1 < r < 1 en is 


P" Sk a 
dan gelijk aan: s= >)’ ar = —. 
k=0 l-r 


Machtreeksen 


Als we de functie f (x) in een machtreeks in x ontwikkelen krijgen we de reeks 


2 3 k = k 
f(x) = ay +t arx + mx taak Fec tapk Fram J, Ok 
k=0 
waarbij elke coëfficiënt a, een reëel getal is. 


Taylorreeksen 
De Taylorreeks van de functie f (x) rond het punt x = 0 is gelijk aan: 
/ 1 ni (n) OO (k) 3 
f(x) nfor FE E Or, L W) F 
1! 2! 3! nl kg K! 
Taylorreeksen in x = 0 worden ook wel McLaurinreeksen genoemd. 
De Taylorreeks van de functie f (x) in het punt x = a is gelijk aan: 





ror LO Ora Oa 








1! 2! 
(n) 
rd Dea” + 
oo fa 
=È Deo! 
=p 


Toepassingen van Taylorreeksen 
We spreken van linearisering als we een functie, in die gevallen waar dat is toege- 
staan, benaderen door een eerstegraadsfunctie. Dit doen we om formules en reken- 
werk eenvoudiger te maken. 
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Leerdoelen hoofdstuk 2 


Hoofdstuk 2 gaat over vectoren. Een vector is een wiskundige grootheid, met één of 
meer kentallen, die informatie (meestal reële getallen) bevat. Een vector is geen ge- 
tal. Een vector kan in een plat vlak of de driedimensionale ruimte worden voorge- 
steld als een lijnstuk, waarvan de lengte de grootte van de vector voorstelt. In dat 
geval heeft de vector ook een richting, die kan worden uitgedrukt in de hoek(en) 
die de vector met de coördinaat-assen maakt. 

Met een aantal speciaal voor vectoren gedefinieerde regels kan met vectoren wor- 
den gerekend. Deze regels, die in een plat vlak of de ruimte ook meetkundig kunnen 
worden geïllustreerd, vormen met elkaar een aantal gereedschappen die in vele 
toepassingen van nut kunnen zijn. In de mechanica zijn vectoren onmisbaar voor 
het analyseren van constructies en bewegingen. In de elektrotechniek kunnen net- 
werken met behulp van vectorrekening kunnen worden doorgerekend. Verder vor- 
men vectoren een belangrijke opstap naar de matrixrekening, zie hiervoor hoofd- 
stuk 4 van dit boek. Maar ook in hoofdstuk 3 (Complexe getallen) kunnen we paral- 
lellen terugvinden uit de vectorrekening. 


Hoofdstuk 2 bevat de volgende onderwerpen: 
plaatsvectoren in platte vlak en ruimte 
plaatsvectoren in de n-dimensionale ruimte 
het optellen en aftrekken van vectoren 
scalairen en vectoren 

eenheidsvectoren en nulvectoren 

het inwendig product van twee vectoren 
toepassingen van het inwendig product 
projecties 

het uitwendig product 

eigenschappen van het uitwendig product 
de berekening van het uitwendig product 
toepassingen 
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Vectoren 


Inleiding 


Veel natuurkundige grootheden zijn reeds volledig bepaald als de grootte ervan met 
de eenheid gegeven is. Dergelijke grootheden worden scalaire grootheden of kortweg 
scalairen genoemd. Voorbeelden van zulke grootheden zijn lengte, oppervlakte, 
temperatuur, tijd en druk. 

Andere grootheden, zoals kracht, snelheid, impuls, moment van een kracht en 
magnetische fluxdichtheid hebben zowel een grootte als een richting. Deze groot- 
heden kunnen worden voorgesteld door vectoren. Onder een vector wordt verstaan 
een gericht lijnstuk met een bepaalde lengte, getekend als een pijl. 


Een vector wordt bepaald door het beginpunt en het eindpunt van het gerichte lijn- 

stuk. In figuur 2.1 is P het beginpunt en Q het eindpunt van de vector. Deze vector 

wordt aangegeven met PQ. 

Vectoren kunnen worden onderscheiden in drie categorieën: 

1 Vectoren met een vast beginpunt, dit zijn de plaatsvectoren. 

2 Vectoren die verplaatst mogen worden langs de lijn waarop de vector ligt (deze 
lijn heet de drager van de vector). 

3 Vectoren zonder een vast beginpunt en een vaste drager, dit zijn de vrije vecto- 
ren. 


Voorbeelden van vectoren die langs de drager verplaatst mogen worden, zijn de 
krachten, die op een voorwerp werken in staticaberekeningen. Zo maakt het voor 
het externe effect van de kracht op het voorwerp in figuur 2.2 niet uit, of de kracht 
F in punt B of in punt A aangrijpt. Voor de interne effecten van de kracht op het 
voorwerp, zoals de door de kracht veroorzaakte spanningen in het materiaal, maakt 
het wel uit waar de kracht aangrijpt. 

We zullen in dit hoofdstuk ook nog voorbeelden geven van vrije vectoren. De vec- 
tortheorie wordt in dit hoofdstuk behandeld voor plaatsvectoren; deze theorie geldt 
echter ook voor vectoren in de andere twee categorieën. 
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Figuur 2.1 


Figuur 2.2 


2.2 


2.2.1 


Figuur 2.3 
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Plaatsvectoren 


Plaatsvectoren in het platte vlak 


In het platte vlak gaan we uit van het bekende xy-assenstelsel. In figuur 2.3 wordt de 
vector OÅ bepaald door beginpunt O en zijn eindpunt A = (a,,4,). In het vervolg 
wordt OA aangeduid met « (dezelfde letter als het eindpunt A). De lijn door O en 
A heet de drager van W. De vector kan op twee manieren worden genoteerd: 


a 
qd = (5 ): a als kolomvector:; 


2 
— —> .. 
a = (a,,a,): a als rijvector. 


Ala; 82) 


27 





ci 


De getallen a, en a, heten coördinaten of kentallen van de vector. 

In dit boek wordt de voorkeur gegeven aan de notatie van vectoren als kolomvecto- 
ren; de berekeningen zijn dan overzichtelijker, maar nemen wel meer ruimte in be- 
slag. 


i a . 
De verzameling van alle vectoren ( K, ) ‚met a,, a, € R noemen we de tweedimen- 

2 
sionale vectorruimte R°. Er geldt dus: 


Re {(G ) mer (aa) er} (2.1) 


2 


De lengte van &, notatie a , is de lengte van het lijnstuk OA. Deze lengte is als 
volgt te berekenen (stelling van Pythagoras): 


[|= v/d +a (2.2) 


De hoek y die de vector met de positieve x-as maakt, geeft de richting van de vector 





aan. Er geldt tany = & Voor een vector in het eerste en vierde kwadrant geldt dan 
a 


a : 
y = arctan | + |. Voor een vector in het tweede of derde kwadrant kunnen we de 
a 
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2.2.2 


Figuur 2.4a 


Figuur 2.4b 





Vectoren 


hoek niet direct via de arctan berekenen, omdat de arctangens altijd een hoek tus- 


sen -3r en zr radialen levert. 


Opdracht i 
Bereken de lengte van de vector d = E ) en de hoek die g maakt 
met de positieve x-as. 


Plaatsvectoren in de ruimte 


Een vector in de ruimte kan worden vastgelegd met behulp van drie onderling lood- 
rechte assen. Dit zijn de x-as, de y-as en de z-as, die elkaar in de oorsprong O snij- 
den, zie figuur 2.4a. Dit is een voorbeeld van een rechtsdraaiend assenstelsel. Dit 
houdt in dat als de vingers van de rechterhand draaien van de positieve x-as naar 
de positieve y-as, de duim de richting van de positieve z-as aanwijst. 

We hebben nu, zie figuur 2.4b: 


a 
1 
.. = ET G 
d = | a, |, waarbij a, a, en a, de kentallen zijn van de vector a. 
d3 
z 
Z 
83 lie 
ee Ala, 42,23) 
O y 





De driedimensionale vectorruimte R? wordt gedefinieerd door: 
kj 
R’ = l a, |, met (a,,45,43) € R] (2.3) 


De lengte van a wordt berekend door tweemaal de stelling van Pythagoras toe te 
passen. Eerst wordt OB berekend: OB = Ja + ds vervolgens OA volgens 


OA? = OB? + d; zodat voor de lengte van da geldt: 


T| = v/a +d +a (2.4) 


De richting van de vector in figuur 2.4b wordt bepaald door de hoeken px, py en pz, 


die de vector maakt met respectievelijk de positieve x-as, de positieve y-as en de po- 


” a 
sitieve z-as. Er geldt: cospx = +- 
a 


A 


a e 
, COSpy = ár en COSpz = 5. Hieruit zijn de 


-— — 
[a] [a] 





hoeken, px, py en pz te berekenen. 
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Opdracht 
q4 

Gegeven de vector b = | —1 |) . Bereken de lengte van b en de hoeken 
—3 


—> 
die b maakt met de positieve x-as, de positieve y-as en de positieve z-as. 


Plaatsvectoren in R” 


De n-dimensionale vectorruimte R” wordt als volgt gedefinieerd: 
di 
d3 
R= ‚ peta € R, voort = L 2e (2.5) 


An 


Deze R” kunnen we voor n > 4 niet meer voorstellen met een tekening. Een vector 
in R” kan worden gebruikt om een aantal variabelen tegelijk aan te duiden. Zo 
wordt met de vector 


Af 
< "2 
$= l 
SIO 
de verzameling variabelen x; , x3, . . . ‚x,y aangegeven. Hier komen we uitgebreid op 


terug bij het oplossen van stelsels vergelijkingen, zie paragraaf 4.2. 
Voor de lengte van de n-dimensionale vector a geldt: 


aa 2 2 2 
aj =a ta Ht, (2.6) 


Twee vectoren zijn gelijk, notatie d = b, als ze hetzelfde aantal kentallen hebben 
en alle overeenkomstige kentallen gelijk zijn. 


Optellen en scalair vermenigvuldigen 
De optelling van twee vectoren in R° wordt gedefinieerd door: 
deiela + (ai) (ate ii 


De optelling wordt dus coördinaatgewijs uitgevoerd. In R? wordt de optelling op 
overeenkomstige wijze gedefinieerd door: 


ij a b a, + b; 
a+b=l| as |+{ b; |= | 4 +b (2.8) 
43 b, Az + b, 


De optelling kan grafisch in het platte vlak en in de ruimte worden bepaald met be- 
hulp van de zogenoemde parallellogramconstructie. In figuur 2.5a is dit uitgevoerd 
in het platte vlak. De som kan ook bepaald worden met de kop-aan-staart-methode, 
zie figuur 2.5b. Hierbij wordt het beginpunt (de staart) van de evenwijdig verscho- 
ven vector b verbonden met het eindpunt (de kop) van a. Het resultaat is in beide 
gevallen dezelfde somvector. 





Figuur 2.5a 
ellogramconstructie 


Figuur 2.5b 
san-staart-methode 





Figuur 2.6 


Vectoren 





In R° wordt scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd door: 


ag MG) = (Agl met re R (2.9) 
a a 


2 
Het getal A heet een scalar of scalair. 
Voor à # 0 hebben de vectoren d en Ad dezelfde drager. 


In Rĉ is de scalaire vermenigvuldiging op dezelfde manier gedefinieerd als in R°: 


_ a, Aa; 
Aad = Al a | = | Aa, |, met Ac R (2.10) 
dz Àd 


In R” is de optelling van twee vectoren op overeenkomstige wijze gedefinieerd als 
in R? en RŽ. 


a 7 Aj + 4 
a 2 A) + D2 

d+bel SJal fja | (2.11) 
a, b, a, + b, 


De scalaire vermenigvuldiging in R” is ook op overeenkomstige wijze gedefinieerd 
als in Rê en R°. 


a. Aa; 

_, a Aas 
AAL - , ‚, met Ac R. (2.12) 

En Aa, 


Als a’ — Ge | dan is 27 = ) eN a — )-ze figuur 2.6. 
a, 2a, dy 


Deze drie vectoren liggen op dezelfde drager. 
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Voor het verschil van twee vectoren d en b, notatie @ -— b, geldt 
Z — b = + (—b ). Ook het verschil kan in het platte vlak en in de ruimte gra- 
fisch bepaald worden met behulp van de parallellogramconstructie. In figuur 2.7a 
is deze constructie uitgevoerd in het platte vlak. In figuur 2.7b is de verschilvector 
met de kop-aan-staart-methode bepaald. 


Figuur 2.7a 


Paralellogramconstructie van 
het verschil 


Figuur 2.7b 
Kop-aan-staart-methode van 
het verschil 





2.2.5 Eenheidsvectoren en nulvectoren 


Onder een eenheidsvector verstaan we een vector met lengte 1. 


In R° zijn e? = ( = ) en e‚ = (5) de eenheidsvectoren, die respectievelijk langs de 


x-as en y-as liggen. 


ledere vector d = (a ) is te schrijven als een zogeheten lineaire combinatie van 
2 


deze eenheidsvectoren: 


a | _ ( “ 0 l 0 — —> — 
POO a 


Analoog zijn in R? de vectoren e‚ = E ! en ez = | 0 | de eenheids- 
l 


vectoren, die respectievelijk langs de x-as, de y-as en de z-as liggen. 


a 
ledere vector d = a, kan geschreven worden als d = a, €} + a,€, + 433. 
dn 
1l 0 0 
m el | ai 
In R” zijn de vectoren &; = | . |, & = opoo nF]: eenheidsvectoren. 
0 0 l 














2.3 


2.3.1 






Vectoren 





2 m 
- |, danis d te schrijven als: 
An 
a =aje +a +... + Aa, en (2.13) 
0 
Fi 0 s We ia = 0 
De vector 0 = 0 heet de nulvector in R4. In R` is de nulvector 0 = | . 
0 


Opgaven bij 2.2 


Gegeven de vectoren d = - , b = i en T = 5 
Bereken: -1 0 
a d+benb+d d [@ -b| en |a] - |b| 
b (d+b)+Tend+(b+e) e 3ad-b+2t 
c [+ blen[dl+|b t d+2b act 


Gegeven de vectoren d = (ij F- gn en T = (2). 


— —= 
a Construeer (grafisch) de vectoren a + b -2 en -d — b +27. 
b Controleer via berekeningen het resultaat van onderdeel a. 


Gegeven zijn de vectoren + en H . Voor welke waarde(n) van a hebben deze 


vectoren dezelfde drager? 


1 pm 2 
Gegeven de vectoren a = | —3 | en b = | —2 
4 =d 


a Bereken de hoeken die g maakt met de positieve x-, y- en z-as. 
— 
b Bereken de hoeken die b maakt met de positieve x-, y- en z-as. 





Het inwendig product van twee vectoren 
Definitie van het inwendig product 


Het inwendig product van de vectoren d en b in R”, notatie d - b, wordt als volgt 
gedefinieerd: m 
Lys 
{=l 

Het inwendig product van twee vectoren is dus een getal (scalar)! Het inwendige 
product wordt daarom ook wel scalair product genoemd. 

— 
Kiezen we b = d, dan gaat formule (2.14) over in 


(2.14) 


n 
> —> 2 
á- d = AA + Alâ +... Aln = 2 
J= 
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zodat de lengte van g ook met behulp van een inwendig product kan worden be- 
paald: 


z| = > = 
al= vaa 


Voorbeeld 2 7 : 
= 
en D — . 
1 


Bepaal het inwendig product van a = 


Oplossing 
ab ete 6) 8 


Opdracht 2 ak 
Bepaal het inwendig product van p = l ) en g = l 3 ) : 


2.3.2 Eigenschappen van het inwendig product 


Het inwendig product bezit een aantal eigenschappen die overeenkomen met de 
eigenschappen van het product van getallen. 


= z 
Voor de vectoren a, b en © in R” en scalar k € R geldt 


e d-b=b-d (commutatieve eigenschap) (2.15) 
o (a 7: b) .©T = 7. b = b -Q (distributieve eigenschap) (2.16) 
e (k@):-b=@.(kb)=k(@. b) (2.17) 
e Z- ad>Oend.d@=-0ed=0 (2.18) 
| Opdracht 
Toon formule (2.16) en formule (2.17) aan voor vectoren in R°. 





OUDEN Gegeven zijn de vectoren a’ = (: | b = a enc = Ge Bereken 


2 
me 
(+) 


Oplossing 
We kunnen deze berekening op twee manieren uitvoeren: 
> 3 L => o 
1 Eersta + b = 5 en vervolgens ( a = b) -C =3:-34+5-4=29. 


2 (Eb): Pr Tb: T =(1:-3+2-4)+(2-3+3:4) 20 





Figuur 2.8 





Vectoren 


Meetkundige betekenis van het inwendig product 


In figuur 2.8 is y, waarbij y € [O, 7] de hoek tussen d en b in R. We zullen zien dat 
we met behulp van een inwendig product de hoek y kunnen bepalen. 





Er geldt: cosy = cos (p, — y1) 


= COSp COSp + sing SIN Pz 


Hieruit volgt: 
aay EE 
zE 5j? 
[alb 


zodat we voor de hoek y vinden: 








db 
p = arccos is (2.19) 
|a || b 
db 
Uit cosy = kuia volgt ook: 
alo 
a b =|a||b| cosg (2.20) 


Dit is een tweede manier om een inwendig product te berekenen. De ingesloten 
hoek tussen de vectoren @ en b moet dan wel bekend zijn. 
In R”, waarbij n > 4, is de hoek tussen twee vectoren niet meer voor te stellen. We 
kunnen het begrip hoek wel uitbreiden voor R”, waarbij n > 4, door formule 
(2.19) als definitie te nemen. We gaan hier niet verder op in. 
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Voorbeeld 4 


Figuur 2.9 


2.3.4 


Vectoren 





| | 1 3 
Bepaal de hoek tussen a’ = (2) en b = ( 22) 
0 1 


Oplossing 
ab- iL 7-a T-A oo b= vi4 
Er volgt voor de hoek y: 


ajb 


p = arccos ( a ) arccos( —0,11952) = 1,691 rad ~ 96,86°. 


Opdracht 2 l 
Bepaal de hoek tussen de vectoren ú = l 1 j en V = I >| i 


> 
In het platte vlak en in de ruimte staan twee vectoren d en b, beide niet de nulvec- 
tor, loodrecht op elkaar, notatie aL b, als voor de hoek y tussen g en b geldt dat 


p = 57. Dan is cosp = 0, zodat @ . b b=[al|b|cosp=0. 


Is omgekeerd Z - b = 0, terwijl Z + O en b + O, dan volgt uit 
T pa a| [5 cosy dat cosy = 0, dus y = 7 dit betekent dat Z Lb. 
In R° en R° geldt dus voor a en b, waarbij a # O en b F 0: 


dlbed.b=0 (2.21) 

Als twee vectoren & en b loodrecht op elkaar staan, dan heten « en b orthogonaal. 
Opdracht i 2 
Onderzoek of de vectoren d = í 2 | en hb = (2) loodrecht op el- 
kaar staan. 

Toepassingen van het inwendig product vinden we vooral in de natuurkunde. Zo is 


in figuur 2.9 de arbeid W, die een kracht F verricht op een T waarvan de ver- 
plaatsing gegeven wordt door de vector ș gelijk aan: W = F. 


W 


“| 


Projectie 


nd 
Onder de projectie van b op ad, beide niet de nulvector, verstaan we de vector die 
ontstaat door het eindpunt van b op de drager van d te projecteren. De projectie 
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Figuur 2.10 


Figuur 2.11 





Vectoren 


is alleen in het platte vlak en in de ruimte voor te stellen, zodat we dit niet definië- 
ren voor vectoren in R”, waarbij n > 4. 


We leiden de formule voor de projectie af voor twee vectoren in het platte vlak. Het 
verkregen resultaat geldt ook voor twee vectoren in de ruimte. 

Voor ọ, een scherpe hoek tussen twee vectoren in het platte vlak, zie figuur 2.10, is 
| cosp de lengte van de projectie van b op d. Is p een stompe hoek tussen twee 
vectoren in het platte vlak, zie figuur 2.11, dan is de lengte van de projectie gelijk 


aan D COS (r — p) = b cos (g). 





— 


b 





lölcosp —[ôlcosp 


Voor het bepalen van de projectie p van b op d hebben we de eenheidsvector in 
de richting van d nodig. Deze eenheidsvector noteren we als ‘a, en is de vector 
A, = Ei d. Ga dit na! De vector ‘a, heet ook wel de genormeerde van de vector d.. 
Als de hoek y tussen beide vectoren scherp is, dan vinden we voor de projectie p 


van b op d (zie figuur 2.10): 





> FA E ln es 
p= b | cosp) a,’ a -= (HaT )e 

(x | = |b = [a zi | -5 a J | a | i 
Als de hoek ọ stomp is, dan vinden we (zie figuur 2.11): 


p = (2 cos (a — p)) (a, ) = [Lt cos(p)(— a, ) = (2 cos (p) ) a,’ 


Er volgt, zie hiervoor bij de afleiding als de hoek y scherp is: 


P = ([Pleose) a = (a: Pya 


We concluderen dat voor de projectie p van b op d zowel voor scherpe als stompe 
hoeken geldt: 


P=(a:b)a, (2.22) 
Op overeenkomstige wijze kan worden afgeleid, dat voor de projectie p van a op 


ar r 1 ea 
p=(đū@. b, )b,,waarbij b, = ikk (2.23) 
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Opmerking 

Uit @-b= ajb cosy (formule (2.20) volgt dat, voor een scherpe 
hoek y, đ - b gelijk is aan de lengte van ‘d vermenigvuldigd met de 
lengte van de projectie van b op d. Eveneens geldt natuurlijk dat, voor 
een scherpe hoek y, đ - b gelijk is aan de lengte van b vermenigvuldigd 


i 
met de lengte van de projectie van a op b. 


Voorbeeld 5 ; 5 


— 
Gegeven a = (2) eno í ss) . Bepaal de projectie van b op a’. 
; 


2 
Oplossing l 
1 1 
Ergeldt a =d. 
nn (2) 
zodat a, - b = — —. Voor de projectie p van b op a’ geldt nu: 


v5 


Een tekening van de situatie is te zien in figuur 2.12. We zien dat moet gelden 


(b — P )La. Dit is inderdaad het geval: 

— 4 1 

(bp) 2] 2) J) 
2 0 


Figuur 2.12 
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Opgaven bij 2.3 


—] l 
Bereken (@- b) en a(b. c) ) met 7 = 2 IK 5(s)ee-() 
0 —] 


2 3 
Gegeven de vectoren d = í —4 | en b = : . Bepaal de hoek tussen a en b. 
l l 


Geef twee vectoren in Rf, waarvan geen enkel kental nul is en waarvoor geldt 
ay S 
a + p =Q; 


t 4 
Voor welke waarde(n) van t staan de vectoren a = (2) en b =- l ) loodrecht 
4 


op elkaar? l 
4 (A 
Gegeven de vectoren a = | 2 | enb = l 
2 —Ì 


a Bepaal de hoek tussen d en b. 
b Bepaal de projectie van d op b en van b op d. 


Een constante kracht van 10 N maakt een hoek van Em rad met de positieve x-as. 
Onder invloed van deze kracht beweegt een voorwerp in een rechte lijn van het 
punt (1, —2) naar het punt (4, 7) in het xy-vlak. 

De eenheid van lengte is meter. Bereken de door de kracht verrichte arbeid. 


Het uitwendig product van twee vectoren 
Definitie van het uitwendig product 


Uitsluitend in R is naast het inwendig product nog een ander product van twee 
nd 
vectoren d en b gedefinieerd: het uitwendig product, ook wel uitproduct of vector- 
— 
product genoemd. Het uitwendig product wordt genoteerd als æ x b. In tegenstel- 
ling tot het inwendig product is het uitwendig product een vector. Het uitwendig 
> g . . 
product a x b is als volgt gedefinieerd: 


l1 De lengte van d x bis gelijk aan 
xb = zi b|sing, (2.24) 


waarbij p de hoek i istussen d en b. 

2 _ De vector d x b staat loodrecht op d en b.De richting van d x bis volgens 
de rechterhandregel: 
als de vingers van de rechterhand over de kleinste hoek draaien van d naar b, 
dan geeft de duim de richting aan van d x b, zie figuur 2.13. 
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Figuur 2.13 
De rechterhandregel 


Figuur 2.14 
Het opgespannen 





parallellogram 


Opmerking 
Door de vectoren d en b wordt een parallellogram opgespannen, zie fi- 
va 2.14. De oppervlakte van dit parikeloppam is: 


=|alk= |a]|b b siny. De lengte van x b is dus gelijk aan de op- 
a ia van het parallellogram, dat door a en b wordt opgespannen. 


2.4.2 Eigenschappen van het uitwendig product 


De volgende eigenschappen van het uitwendig product worden zonder bewijs ge- 
geven. De meeste eigenschappen kunnen eenvoudig met behulp van een figuur 
worden nagegaan. 

Voor ieder drietal vectoren Z, b en T in Rê en elke A € R geldt: 


e dxb=-bxa (2.25) 
° dx(b+e)-dxbraäxt (2.26) 
e (Aa)xb=dx(Ab)=Mdxb) (2.27) 
> d@x0=0, 0Oxad=-0endxd=-0 (2.28) 


2.4.3 Het berekenen van het uitwendig product 


We berekenen eerst alle uitwendige producten van twee eenheidsvectoren in R°. 
Voor de eenheidsvectoren ef, e; en ez geldt (zie figuur 2.15): 

-— Rt oe kk E hk 

ej XE) = Ez, Ez X Ez = €j, 6&3 XE) = 5 

— sp N —> — = 


—. M B -— M i 
ĉr X & = ‚Es X Es = , EN £3 X 3 = : 


Figuur 2.15 
De eenheidsvectoren 
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— 
Deze uitkomsten gebruiken we om het uitwendig product a x b te bepalen, waar- 





dı aa b; 
bij W = | a | en b = | bo 
d3 b; 


Ennn 
d x b = (a, +428 +438) x (be + boe + b323) 


= ab; (@& xe) + a,b, (& x 8) + ab; (@ x 83) 
+a,b; (e, x ei) + a,b, (es x €) + a,b; (ez x 3) 
+a, b; (@z x e7) + azb, (ez x e) + azb; (e3 x ez) 


= (a,b, — azb,)@; + (azb; — a, b3)es + (a,b, — azb; )ez 


We vinden: 
y 6 a,b} — az b, 
ai 02 — A20) 





Opdracht 2 zl 
=$ —> 
Bereken het uitwendig product van d = | -3 | enb = | 2 
1 5 


Alhoewel het rekenen met determinanten later in paragraaf 4.3 wordt behandeld, 
geven we hier toch alvast een eerste toepassing van determinanten. 


Onder de determinant 2 wordt verstaan het getal ad — bc. Deze determinant is 


C 
b d 
een 2 x 2 -determinant: er zijn twee rijen en twee kolommen. 





Een 3 x 3 -determinant is gedefinieerd als: 
a d g 











b e h| =a]; El-bf Etel d 
ë f ií 
Met behulp van determinanten is formule (2.29) gemakkelijk te onthouden. Dit 
gaat als volgt: 
nen e a b 
ez a b; 
=e a, b, “ala p +a a, b, 














= &; (a,b; — azb,) — e, (a, by — az bj) + e3 (a, b> — ab, ) 
= | —(a,b3 — a,b, ) (2.30) 


De determinant bij e7 in de eerste term van bovenstaande berekening ontstaat uit 
de 3 x 3 -determinant door de rij en de kolom te schrappen waarin e, staat. Dit 
geldt ook voor de determinanten bij 2; en 23. Let wel op het minteken bij 2; in de 
tweede term. 
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En de 1 B 4 
Bereken a x b als a = (2) dn n= (s) 
3 6 


Oplossing 
We berekenen het uitwendig product met behulp van determinanten: 


3 ` 





en Aa A a S a A TAA 
Voorbeeld 6 


et 4 

a 2 
e 36 
An 
meae 6 aud B 











|l 


(2-6— 3-5) —(1-6—3-4e, + (1-5-—2-4)ez 


—3 
—— — — 
= —3e; + 6e, — 38, = 6 
—3 
o 
Het resultaat kunnen we controleren door te bedenken dat moet gelden (a xX D Jia en 


(x x b) 1 b. Dit doen we met het inwendig product. 
E 


Opdrachten 

e Bereken het uitwendig product van voorbeeld 6 met behulp van 
formule (2.29). 

e Controleer in voorbeeld 6 dat geldt (a x b) Ld en 
(ax b)ab. 


244 Enkele toepassingen van het uitwendig product 
We geven nu enkele toepassingen van het uitwendig product. 


Moment van een kracht 

In figuur 2.16 grijpt een kracht F (in N) aan in het punt B. De grootte van het mo- 
ment M (in N : m) van deze kracht ten opzichte van het punt Ais M = [F F a, waarbij 
d de loodrechte afstand (in m) is van A tot de drager van F. 

Het moment heeft een grootte en een richting en is daardoor een vector. Met be- 
hulp van de rechterhandregel wordt de richting van M bepaald. Als de vingers van 
de rechterhand worden bewogen in de draairichting waarin de krachtvector het 
voorwerp wil draaien, dan geeft de duim de richting van de momentvector aan. In 
figuur 2.16 is de richting van de momentvector M van de vector F ten opzichte 
van het punt A aangegeven. 





nn 
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Figuur 2.16 
Moment van een kracht 





In figuur 2.16 geldt voor het moment van de kracht ten opzichte van het punt A: 


M= |F]a= [F|(r| sing 


Dit is precies de grootte van het uitwendig product T x F. Omdat ook de richting 


van M gelijk is aan de richting van F x F geldt: 


et 


Mefar (2.31) 


Dit is een tweede manier om het moment van een krachtvector uit te rekenen. Wel- 
ke manier wordt gebruikt om het moment van een vector uit te rekenen hangt van 


de situatie af. Is de loodrechte afstand d van het draaipunt tot de drager van de 
kracht gegeven of eenvoudig te berekenen, dan gebruiken we M = F d, anders 
— ik -> 

M =f z F 

In het volgende voorbeeld zullen we beide methodes illustreren. 


Voorbeeld 7 We berekenen het moment ten opzichte van punt O van de kracht F met grootte 


ES F = 500 N in figuur 2.17a op twee manieren: 





1 Voor de momentenarm d in figuur 2.17b geldt: 
d= 7 cos30 + 3sin30 = (72+ 1 ijn 
De draairichting van het moment is met de wijzers van de klok mee en heeft de grootte: 


M En Fla L wo(Zv3 +11) — 3781 N-m 


2 We berekenen het moment met een uitwendig product, zie figuur 2.17c: 
M- F 
= (Te? + 3e7 ) x (25087 — 250/36; ) = —378187N - m 
Het moment wijst in de negatieve z-richting en dat wijst weer op een draaiing met de wijzers van 
de klok mee. 
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Figuur 2.17a 


Figuur 2.17b 


Figuur 2.17c 





Opdrachten 

In figuur 2.18 zijn vier krachten getekend. 

e Bereken het moment van deze krachten ten opzichte van punt O. 
e Bereken het moment van deze krachten ten opzichte van punt P. 


Figuur 2.18 





In figuur 2.19a werken twee tegengesteld gerichte, gelijke krachten Fen —F ineen 
vlak. Deze twee krachten veroorzaken een moment ten opzichte van O. Zo’n mo- 
ment, veroorzaakt door twee tegengesteld gerichte gelijke krachten, heet een kop- 
pel. De grootte van dit koppel is: 


M = F(a + d) — Fa = Fd (2.32) 
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Figuur 2.19a 


Figuur 2.19b 





Vectoren 


Nemen we een ander punt als momentencentrum, dan blijft de grootte van het 
koppel hetzelfde. 





Opdracht 
Ga dit na door het koppel te berekenen ten opzichte van het punt P. 


We kunnen het koppel ook berekenen met behulp van een uitwendig product, zie 
figuur 2.19b. 
M =T; x F+Tg x (-F)= (T3 - Tg) x F 


Omdat rg + T = T3 , geldt T} — Tg = T , zodat: 


— > 


M =(7 -Tp)xF=F xF (2.33) 


We hebben gezien dat het moment van een koppel ten opzichte van elk punt in het 
vlak hetzelfde is. De koppelvector is daarom een vrije vector: een vector zonder een 
vast beginpunt en een vaste drager. 


Lorentzkracht 

In figuur 2.20 is een stroomvoerende geleider geplaatst in een homogeen magne- 
tisch veld met veldsterkte B (in tesla). De stroomsterkte bedraagt I (in ampère). 
Voor de Lorentzkracht F (in newton) op de geleider geldt dan: 

F= LT x B) 

Hierbij is: L de lengte van de geleider in het veld; T de vector die de grootte en de 
richting van de stroom aangeeft. 
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Figuur 2.20 
Kracht op een geleider ín een 
magnetisch veld 


Figuur 2.21 





Voorbeeld 8 De geleider in figuur 2.21 heeft een lengte van 0,3 m en de stroomsterkte bedraagt 5 A in de ne- 
gatieve e, richting. Voor het magnetisch veld geldt: 


zo 1 
B = 0,0035 Sl Tesla 
0 


Gevraagd wordt de Lorentzkracht op deze geleider. 


Oplossing 


— > 0 
Voor | geldt: | -( 0 ) À. 
—1 


0 1 
We berekenen eerst het uitwendig product van ( 0 en (i ) : 


0 1 e 0 |] 
0 ixi ij]=-=& 0 1 
-| 0 e@e —1 0 











Voor de Lorentzkracht vinden we uiteindelijk: 


0 1 
Fo (T x B) = 0,3(5)(0,0035) 0 |- 1 
— 0 


= 0,00525 ( —1 ) N 
0 


` PA Sen 
De grootte van de Lorentzkracht is: | F | = 0,00525V2 ~ 7,4 - 107°N. 
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Opgaven bij 2.4 


_ ÍN L} 2 _ 
Gegeven de vectoren d = (i) þm (2) g = (5) en d — 
2 1l 0 


Bereken: 

a xb d (axb) x(b xT) 
b Bra e (@+P)x (2-78) 
c @xd f (d+c+d) (a-r 


x 
I\ (2 0 

Gegeven de vectoren a = | 1 |, b = | -3 |en =| 4 |. 
0 1 —3 


ij —> 

a Bereken (@ x b) x cen d x (b e Ei 
— 
C 


C 
b Geldt de regel (dx b) x =dx(bxc)? 


l 


> 
Gegeven de vectoren a, b en © in RÌ. 
Ga na welke van de volgende uitdrukkingen zinloos zijn. 


a (@-b)xe f bx? 

b (@xb)-e (a b)+3 
ce (Exb)e h (@xb)+2 
d (Axb)+e i (Exb)xe 
e (a b)+? j (@-b) T 


In figuur 2.22 zijn drie krachten gegeven. 


a Bereken het moment van deze krachten ten opzichte van punt A. 
b Bereken het moment van deze krachten ten opzichte van punt B. 
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2.5 Vectorrekening met Maple 


Voor het rekenen met vectoren in Maple (vanaf versie 9) raden we aan eerst de bi- 
bliotheek LinearAlgebra op te roepen. Dit gaat met de opdracht with (LinearAl- 
gebra). We raden af om het package VectorCalculus te gebruiken omdat het ei- 
genlijk meer bedoeld is voor een ander soort berekeningen dan in dit hoofdstuk 
aan bod zijn gekomen. We laten met voorbeelden (met daarbij een korte toelichting 
achter het #-teken) zien hoe vectoren in Maple kunnen worden ingevoerd en hoe 
ermee kan worden gerekend. 

> with(LinearAlgebra) : #door hier een dubbele punt te gebruiken in 
plaats van een puntkomma wordt de uitvoer beperkt, maar de opdracht 


wordtwel uitgevoerd 


>u:=<[2,3,-1]>; #standaardwordthiermeeeenkolomvectorgedefini- 


eerd 


>Vector [row] (u); #maaktereenrijvector van 


[2, 3, — 1] 


>DotProduct (v, u) ; het inwendigproduct van venu 
—13 
>CrossProduct (v, u) ; het uitwendigproduct van venu 
2, 3, — 1] 
eure [1y 4 317 
—5 


7 
11 


>VectorAngle (u,v); de hoek tussen twee vectoren in radialen 
y 14y 
mT — arccos (mx) 


>evalf(%); 


2.320449766 
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>utv; #de somvan twee vectoren 


3 
—1 
2 


>2*ž*u-3*v; #met scalairen kan eenvoudig worden gerekend 


1 
18 
—ll 


> VectorNorm(u, 2); #berekent de lengte (norm) van een vector, de 2 


slaatop tweedemachtswortel 


v14 


>ZeroVector [row] (4); #genereerteenrijvectormet 4nullen 
[0, 0,0, 0| 


>ZeroVector [column] (4); #genereerteen kolomvector met 4nullen 


O oO oooO 


>UnitVector[row] (1,4); #Ægenereert een eenheidsvector met vier ken- 


tallen, heteersteisdel 


[1, 0, 0, 0J 
Opgaven bij 2.5 
—2 a 11 —5 
Gegeven de vectoren d = | 10 |, b = | —4 | en c =| —6 
6 23 13 
Bepaal met behulp van Maple: 
a 3d-4b+5c c [ä-5c]| 
b -T d (@xb)xe 
8 3 r —7 —3 
Gegeven de vectoren F = | -2 |, è= | 2 |], t=| 14 |enuw =| —6 
6 14 9 -12 


Bepaal met behulp van Maple: 
a de hoek tussen (CF x T) xs en T; 


b de projectie van F op u. 











HOOFDSTUK 2 





2.1 


68 Vectoren 





Herhalingsopgaven 
I\ (2 -J 
Gegeven de vectoren d = | -2 |, b=| 3 |enc={ 5 |. 
4 —5 —1 
Bereken: 
a 37-4b+57T c -bearta 
b |2], |č|en|@ -7 d @xcenctxb 
—1 —2 
Gegeven de vectoren 7 = | 0 | enw=| 2 |. 
4 6 


a Bereken de hoeken die 7 maakt met de positieve x-, y- en z-as. 
b Bereken de hoeken die w maakt met de positieve x-, y- en z-as. 


—1 
Voor welke waarde(n) van p staan d= | p | en b = | —p | loodrecht op el- 


kaar? 


—2 2 3 
Gegeven de vectoren 4 = l 3 |, b= a) en € = (> 


Bepaal: 
a de projectie van d op ©; 
b de projectie van b op da. 


Samenvatting van hoofdstuk 2 


Vectoren in R” 
De n-dimensionale vectorruimte R” is als volgt gedefinieerd: 
a 
1 


dz 
R= , meta, e R,voori=1,2,..n 


an 


Voor de lengte van de n-dimensionale vector a geldt 
-= 2 2 2 
al 4/4 +45 t 


Optellen en scalaire vermenigvuldiging in R”: 


a, b; a, +b) a, Aa, 

del Sla let aT% | aal Sel S mame 
a.) \m,) \a,+b, a.) (a, 

Inwendig product 


; n —> Tre n eo 7? 
Het inwendig product van de vectoren d en b in R”, notatie a - b , wordt als volgt 
gedefinieerd: 
3 => 
d- b =a b; +a b, +...a,b 


n 
= Aa a;b; 
| 


n 
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Vectoren 


Ik id > o n 
Voor de vectoren a, b en c in R” en scalar k € R geldt: 
ss TT OH ; é 
o d- b = b . d (commutatieve eigenschap) 


° (a $ b) . €T = 7. T + b -T (distributieve eigenschap) 


e (k@)-b=đa.(kb)=k(@. b) 
. Z Zeva died 


—> 
Voor de hoek tussen twee vectoren d en b, beide niet de nulvector, geldt in R° en 
RŽ: 


—> 


d- b 


= arccos 
É afe 


Projectie 


Voor de projectie P van b op d geldt: P = (a EYG, waarbij a, = bog He 


i [a| 


= 
genormeerde van de vector d). 


Uitwendig product 
Het uitwendig product 4 d x b is als volgt gedefinieerd: 
1  Delengte van 7 x b is gelijk aan a dx b b| = = [a IE b | sin y, waarbij y de hoek is 


tussen den b. 
2 De vector d x b staatloodrechtop a en b. De richting van a x b is volgens 


de rechterhandregel: als de vingers van de rechterhand over de kortste hoek 


— — 
draaien van d naar b, dan geeft de duim de richting aan van d x b 


Voor ieder drietal vectoren d, ben © in Rê en elke à € N geldt: 


e @xb=-bxī 
à ax(bac)=adxb+axt 
e (Aa)xb=dx(Ab)=Mdxb) 




















aş 
Het uitwendig paneb d x b kan op twee manieren worden berekend: 
a 

l dxb= a) 

eae a b 
Tekal opn Dol >a hij, b 

2 aR a S pe a, b, =la b, € | a b, tela, b, 

e3 43 bs 
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Leerdoelen hoofdstuk 3 


Tot dusver is steeds gewerkt met reële getallen. In dit hoofdstuk maken we kennis 
met een nieuwe getalverzameling, die een uitbreiding is van de verzameling van 
de reële getallen. Een complex getal bestaat uit twee delen, een reëel deel en een zo- 
genaamd imaginair (letterlijk: niet voor te stellen) deel. Omdat het uit twee compo- 
nenten bestaat, kan een complex getal in verband gebracht worden met een punt in 
een vlak, het zogenaamde complexe vlak. Daarom is een aantal eigenschappen dat 
we geleerd hebben bij (tweedimensionale) vectoren ook bruikbaar bij complexe ge- 
tallen. Complexe getallen worden in een aantal toepassingen als hulpmiddel ge- 
bruikt. Zo blijkt het in de elektriciteitsleer handig te zijn om getallen en functies 
naar het complexe vlak te transformeren, om na een aantal bewerkingen met de re- 
sultaten weer terug te keren naar de werkelijkheid, die nou eenmaal reëel is. 

In dit hoofdstuk vinden we de theorie die nodig is om met complexe getallen te 
kunnen werken, vervolgens een aantal toepassingen. 


Hoofdstuk 3 bevat de volgende onderwerpen: 


definitie van een complex getal 

rekenregels voor complexe getallen 

modulus, geconjugeerde en argument (met hoofdwaarde) van een complex 
getal 

complexe getallen in het complexe vlak 

formule van Euler 

stelling van De Moivre 

de drie verschillende schrijfwijzen voor een complex getal 
complexe getalverzamelingen 

het oplossen van n-de graadsvergelijkingen 
wisselsignalen 

optellen en differentiëren van wisselsignalen 
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3.2 





Complexe getallen 


Inleiding 


Reeds bekend zijn de getalverzamelingen N (natuurlijke getallen), Z (gehele getal- 
len), Q (rationale getallen) en R (reële getallen). Van deze verzamelingen is de ver- 
zameling Q wellicht de minst bekende. Deze verzameling bevat alle breuken, zoals 
5, — = en getallen die als een breuk kunnen worden geschreven, zoals elk getal uit de 
verzameling Z. Binnen N is de vergelijking 2 + x = 0 niet oplosbaar. Binnen Z is de 
vergelijking 2 + x = 0 wél oplosbaar. De verzameling Z op zijn beurt wordt uitge- 
breid tot de verzameling Q om bijvoorbeeld de vergelijking 2x = 1 op te kunnen 
lossen. Maar binnen Q is bijvoorbeeld de vergelijking x = 2 niet oplosbaar. Deze 
vergelijking is wél oplosbaar in R. 

Het is niet moeilijk om een vergelijking te bedenken die zelfs in R niet oplosbaar is, 
bijvoorbeeld de vergelijking x° + 1 = 0. In dit hoofdstuk zal de verzameling R zoda- 
nig worden uitgebreid dat deze vergelijking wel binnen deze uitgebreide verzame- 
ling oplosbaar is. 

Deze uitgebreide getalverzameling is de verzameling van de complexe getallen, aan- 
geduid met C. Deze verzameling gaan we in de volgende paragraaf opbouwen met 
definities. We hebben dan de volgende uitbreidingsketen: NCZCQOCRcCGC. 


De verzameling C 


Om vergelijkingen zoals x° +1 = 0 ook op te kunnen lossen, voeren we het ‘getal’ i 
in waarvoor geldt: 

f = -—l] (3.1) 
Dit getal noemen we de imaginaire eenheid. 

Vooral bij elektrotechnische toepassingen wordt in plaats van i een j geschreven om 
verwarring met de stroomsterkte i te vermijden. 

Nu is de vergelijking x° + 1 = 0 oplosbaar; immers: 

A rl=0er i = 0 4 (x-i(xx+i = 0 sx=iVx=-—_i 
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Opdracht 

Los op in C de vergelijking x +9=0. 
We geven nog een voorbeeld van het oplossen van vergelijkingen met behulp van 
het getal i. 


Los op in C devergelijking x” —2x+ 10 = 0. 


Oplossing 
Kwadraatafsplitsen levert: 


x +90 e =0 
s(x 1-3) 1+3) 0 
4 x=1+3ivx=1—3i 
E 


De oplossingen van de vergelijking van de opdracht hierboven zijn x = 3i en 
x = —3i. We noemen deze oplossingen imaginaire getallen. Een imaginair getal is 
het product van een reëel getal met de imaginaire eenheid i, anders gezegd: als 
a € R dan is ai een imaginair getal. 

De oplossingen van de vergelijking van voorbeeld 1 zijn x, = 1 — 3i en x, = 1 + 3i. 
Dit zijn voorbeelden van complexe getallen. 


Een complex getal wordt vaak aangegeven met de letter z; een complex getal ziet er 
dus als volgt uit: 

Z=X +iy kEi 
waarbij x en y reële getallen zijn en i de imaginaire eenheid is. 

We noemen x het reële deel van z en y het imaginaire deel van z; in formulevorm: 


x = Re(x + iy)(= Re(z)) en y = Im(x +iy)(= Im(z)) (3.3) 
Voor x + Oi schrijven we x: een reëel getal. Voor schrijven we 0 + iy: een imaginair 
getal. 


De verzameling van alle complexe getallen geven we aan met C. 


Twee complexe getallen z, = a + bi en z, = c + di zijn gelijk, notatie z, = z,, als 
geldt Re(z,) = Re(z,) én Im(z,) = Im(z,), dat wil zeggen a = cen b = d. 


Is z = x + iy, dan is het toegevoegd complexe getal van z (ook wel complex geconju- 
geerde van z) notatie Z, het getal Z = x — iy (3.4) 


Opdrachten 

Bereken het toegevoegd complexe getal van z als: 
e z=-—l+3i 

e Z=2-—5li 
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oorbeeld3 


ki 








ATEA EN 
Voorbeeld 5 


Voorbeeld 6 j ; ' Ù í f le 





DE 








Complexe getallen 


Opmerking 

Complexe getallen zijn niet meetbaar; ze kunnen geen uitkomst van een 
meting zijn. Het zijn hulpgrootheden waarmee bepaalde berekeningen 
en bepaalde afleidingen van formules eenvoudiger worden. Zo spelen 
complexe getallen een zeer belangrijke rol in de elektriciteitsleer. 


Het rekenen met complexe getallen 


Binnen de verzameling C wordt een optelling en een vermenigvuldiging gedefini- 
eerd door de rekenregels in R over te nemen, waarbij i” overal vervangen wordt 
door —1. 

We gaan het optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen na aan de hand van 
voorbeelden. 


(3 —2i) + (1 + 4i) = (3+1) +i(—2 +4) = 4 + 2i. De reële delen worden opgeteld 
en de imaginaire delen worden opgeteld. 
E 


BG 20(114)=3:1+3 4i- 7i 1- 2i 4i 
<34 l2 2 3° |1 10 


We hebben gewoon de factoren 3 — 2i en 1 + 4i met elkaar vermenigvuldigd met de reken- 
regels in R. 
E 








32A 3A le Maio iia o o 0, 
A A A n 17 Z i 


Door de teller en de noemer te vermenigvuldigen met de toegevoegd complexe 1 + 4i van de 
noemer, wordt in de noemer het ‘merkwaardige product’ 
(1 — 4)(1 + 4i) = (4i) = 1 — (—16) = 17 verkregen. Op deze manier verdwijnt i 
uit de noemer, en kan het antwoord geschreven worden in de vorm x + iy. 

m 


o (P) i= Cie. 
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Na deze voorbeelden zijn rekenregels voor optellen, aftrekken, vermenigvuldigen 
en delen in C als volgt samen te vatten: 
Als z, =a + bien z, =c + di dan is: 


èe Zj +Z, = (a+ bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i (3.5) 

ë Z -Z = (a+ bij(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i (3.6) 
Z, a+bi ac+bd bc—ad, 

e ^= = (3.7) 








— On i 
n et dad E 


We schrijven het antwoord dus steeds in de vorm x + iy. 


Opdracht 
Toon formule (3.7) aan. 


Opdracht 


Bereken (Cas iaa lS, 
(3—4i) 





Opgaven bij 3.3 


RIN Gegeven zj = 3+ 2i enz, = —1 + 3i. Bereken: 


a Zj +2 d 2-2 
b z-z a 4 
Z2 
c %2- f 2 
Zi 
A Bereken: 
a DP d i” 
b i” e (2+i)- (3i - 2i) — (—i) 
c P E P” 
E Bereken: 
a  (1+i)(3— 2i)(2 + 2i) A 


EAE EE, 
(2+i)(1-3i) 


c (2— ij 
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Figuur 3.1 
Het complexe vlak 
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Het complexe vlak 


Reële getallen worden vaak voorgesteld als punten op een getallenrechte. Com- 
plexe getallen zijn op hun beurt voor te stellen als punten in een vlak. 
Dit gebeurt als volgt, zie figuur 3.1. 





In een rechthoekig assenstelsel is de horizontale as de reële as en de verticale as de 
imaginaire as. De reële as geven we aan als Re-as en de imaginaire as als Im-as. Het 
complexe getal z = x + iy correspondeert met het punt (x,y) in het vlak; het punt 
(x,y) heet het beeldpunt van het complexe getal z = x + iy. Op de Re-as liggen de 
beeldpunten van de reële getallen en op de Im-as de beeldpunten van de imagi- 
naire getallen. Het vlak waarin de complexe getallen zijn afgebeeld heet het com- 
plexe vlak, ook wel Gauss-diagram genoemd. 

We zullen het complexe getal z en het beeldpunt ervan als hetzelfde beschouwen. 
Met bijvoorbeeld het getal z = —3 + 2i in het complexe vlak bedoelen we dan het 
beeldpunt van z. 


Opdracht 
Teken in het complexe vlak z = —2 — 4i. 


Optellen en aftrekken in het complexe vlak 
Als z, =a+bi en z, =c+di dan is zj +z, =(a+c)+(b+d)i. Deze optelling 
kunnen we vergelijken met een optelling van twee kolomvectoren: 


9)» 0)-23) 


Bij optellen of aftrekken gedragen complexe getallen zich blijkbaar als vectoren in 
het platte vlak. 

Een complex getal wordt daarom ook wel als een plaatsvector vanuit de oorsprong 
voorgesteld. In het complexe vlak komt een optelling dus neer op een optelling van 
vectoren. In figuur 3.2 is voor z, en z, de optelling z, + Z, uitgevoerd en in figuur 
3.3 is het verschil z} — z, geconstrueerd. 











Complexe getallen 





Figuur 3.2 
Som van twee complexe 
getallen 


Figuur 3.3 
Verschil van twee complexe 
getallen 





Opgaven bij 3.4 


En Bereken van de onderstaande getallen de toegevoegd complexe. Teken beide getal- 
len in hetzelfde complexe vlak. 
a z=4-2i cC z=-—2?i 
b z=-—2-—bi d z=4 


2i Bereken en teken ter illustratie een figuur in het complexe vlak. 
a (l+2i) +(2-i) c (2+i)+(—1+i)+(3-3i) 
b (—2 + 2i) -— (4i) d (—4 + 2i)-— (—3 + i) — (2 — 2i) 





3.5 Complexe getallen in goniometrische vorm 


Het beeldpunt P van het complexe getal z = x + iy kan in het complexe vlak worden 
vastgelegd door het geven van de rechthoekscoördinaten (x,y) of door het geven 
van de poolcoördinaten (r, p), zie figuur 3.4. 


De straal r heet de modulus van z, notatie r = |z|, en is gelijk aan de lengte van het 
lijnstuk OP: 


p= lil = x ge y (stelling van Pythagoras) (3.8) 


Figuur 3.4 /m-as 

De relatie tussen 
rechthoekscoördinaten en 
poolcoördinaten 





De hoek y heet het argument van z = x + iy, notatie y = arg(z), en is de hoek (in ra- 

dialen) die OP maakt met de positieve reële as. Er geldt: 

tany = X (3.9) 
X 


Het argument is op een veelvoud van 27 na bepaald. Als bijvoorbeeld het argument 
van een getal -v is, dan heeft het ook de argumenten =r + mri — 27, =T + 4r, en- 
zovoort. We spreken voor de hoofdwaarde van het argument van z af: 


=r <arg(Z) < 7. 
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Er geldt: x = r cosy en y = r sing 
(zie figuur 3.4). Het getal z = x + iy is dus ook te schrijven als 
z = r(cosp + ising) (3.10) 


Formule (3.10) wordt de goniometrische vorm van z genoemd. 


Voor het argument nemen we steeds de hoofdwaarde. Het bepalen van de modulus 
levert geen problemen op; het bepalen van het argument gaan we nader bekijken. 


Figuur 3.5 T 
Bepaling van de z=-a+bi ; MEE” 
hoofdwaarde 





We onderscheiden drie gevallen, zie figuur 3.5. In deze figuur zijn de reële getallen a 
en b positief. 


l 


Als het complexe getal in het eerste of in het vierde kwadrant ligt, dan is het ar- 

gument direct met de arctangens te berekenen. Immers de waarde van een 
l l 

arctangens levert een hoek op tussen — >r en =r. 


m b 
Het argument van z, = a + bi is arg(z, ) = arctan (2) i 
a 


Het argument van z, = a — bi is arg(z4) = arctan (=>) ; 
a 


Voor een getal in het tweede kwadrant kunnen we het argument berekenen 
door eerst het argument te berekenen van zijn gespiegelde in de oorsprong en 
er daarna 7 bij op te tellen: 
arg(Z,) = arg(—a + bi) 

= arg(a — bi) + 7 


= arctan | —— | + 7 
a 


= arg(24) + 7 
Op deze manier krijgen we de hoofdwaarde van het argument van z,. 


Voor een getal in het derde kwadrant kunnen we het argument berekenen door 
eerst het argument te berekenen van zijn gespiegelde in de oorsprong en er 
daarna 7 van af te trekken: 

arg(23) = arg(—a — bi) = arg(a + bi) — m 


b 
= arctan | — | — 
a 


= ISES) =T 














Voorbeeld 7 


Voorbeeld 8 


Voorbeeld 9 
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Op deze manier krijgen we de hoofdwaarde van het argument van zz. 
In het algemeen is het verstandig om het argument te bepalen door eerst het getal 
in het complexe vlak te tekenen en daarna met behulp van deze figuur het argu- 
ment te berekenen. 


Het argument van getallen op de assen van het complexe vlak kunnen we direct af- 
lezen, zie voorbeeld 10. In de voorbeelden 7 tot en met 10 bepalen we steeds de go- 
niometrische vorm van het gegeven complexe getal. Teken zelf steeds het getal in 
het complexe vlak. 


Gegeven z = 1 — iV3. 


Het getal ligt in het vierde kwadrant. 
2 V3 1 
Uit z = a/l + 3) — Zen arg(z) — arctan - = —— T volgt 
a- rG) ( ) 1 z volg 
Z= 2| cos| —- Eish, — 
( ( 57) ( 57)) 





Gegeven z = —2 + 3i. 
Het getal ligt in het tweede kwadrant, zodat we het argument niet direct met een arctangens 
kunnen berekenen. 


Uit |z| — v13 en arg(z) = arg(2 — 3i) + m = arctan ($) + m œ~ 2,159 volgt 
z = v 13(cos (2,159) + isin (2,159)). 


Gegeven z = —6 — 8i. Het getal ligt in het derde kwadrant. 
Uit |z| = 10 en arg(z) = arg(6 + 8i) — m ~ —2,214 volgt 
z = 10(cos(—2,214) + i sin (—2,214)). 
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Voorbeeld 10 


Figuur 3.6 
tratie bij voorbeeld 10 


Figuur 3.7 
Afstand tussen twee 
complexe getallen 
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De goniometrische vorm van een complex getal op een as volgt direct uit een tekening. We 
bepalen de goniometrische vorm van de getallen 3, —2, i en —3i (zie figuur 3.6). 

Het getal 3 heeft de modulus 3 en het argument 0. De goniometrische vorm is dus 

3 = 3(cos (0) + i sin (0)). 

Op overeenkomstige wijze vinden we: 


—2 = 2(cosm + isin); i = cos (37) + isin (ix) en 


—3i = 3 (cos (Je) + isin (-1=)) 


im-as 





Opdrachten 

Bepaal de goniometrische vorm van: 
èe z=—3+2i 

e z=l-—6i 

e z= —6i 


Afstand tussen twee complexe getallen 
In figuur 3.7 is de lengte van het lijnstuk a de afstand tussen z, en z». Uit de figuur 
blijkt dat de lengte van het lijnstuk a gelijk is aan de modulus van z, — z,, zodat 
(zj — Z| de afstand is tussen z, en z,. Voor |z| kunnen we schrijven |z — 0|: de mo- 
dulus van z is de afstand van het beeldpunt van z tot de oorsprong van het assen- 
stelsel. 

Deze afstand tussen twee complexe getallen wordt vaak gebruikt bij het tekenen 
van verzamelingen in het complexe vlak. 


im-as 


nn i K ANO Ki Ak ien 
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Voorbeeld 11 a Tei Teken in het complexe vlak de verzameling {z € C||z — i| = 2}. 


Oplossing 

Dit lezen we als: teken alle complexe getallen, waarvoor geldt dat de afstand tot i is gelijk 
aan 2. Deze verzameling is een cirkel in het complexe vlak met middelpunt (0,1) en straal 2, 
zie figuur 3.8. 


Im-as 
Figuur 3.8 
Illustratie bij voorbeeld 11 


Figuur 3.9 


Illustratie bij voorbeeld 12 Re-as 








Voorbeeld 12 | use Teken in het complexe vlak de verzameling {z € Cl|z + 3 — 2il = 1}. 


Oplossing 

We schrijven {z € C||z + 3 — 2i| = 1} = {ze Cļ||z — (—3 + 2i| = 1} Dit laatste lezen 
we als: teken alle complexe getallen, waarvoor geldt dat de afstand tot —3 + 2i is gelijk 
aan 1. Deze verzameling is een cirkel in het complexe vlak, zie figuur 3.9. 

Een andere methode is z = x + iy te substitueren in |z + 3 — 2i| = 1. Deze substitutie le- 
vert dan een relatie tussen x en y, waarna we elke z = x + iy kunnen tekenen die voldoet 
aan |z + 3 — 2i = 1. 

De substitutie levert op: 

I(x + 3) + i(y — 2)| = 1; hieruit volgt 4/ (x + 3) dy 2) — |, zodat 
bard 

Dit is weer de vergelijking van een cirkel in het complexe vlak met middelpunt (—3, 2) en 
straal 1. 


Opdracht 
Teken in het complexe vlak de verzameling 


[ze CIL < Iz SNS arg(z) < Ir), 


Opgaven bij 3.5 


Ki Schrijf in de goniometrische vorm. 


A Z= -33i d z=—3+4i 
b z=2+2iv3 e z=-—2-—3i 
C Z= —4i f z= 12451 


ZE Schrijf in de vorm x + iy. 


a z=3(cos(Żr) +isin(ar)) c z=4(cos(Ž7) +isin ($x) ) 
vra) an) 


ep, 
en 


z = 5(cos (mr) + isin (7)) 





3.6 
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Teken in het complexe vlak de volgende verzamelingen. 
a {ze C|l<|z+2-—iļ <2} 





b {ze Cllz+1-—2il =|z — 31} 
c {zECz+zZ=2-Z} 

d [ze C 
e {ze C[Re(z) = —Im(z)} 


zen 


Het rekenen met complexe getallen in de goniometrische vorm 





L {z| = 3A -7r < arg(z) < ir} 


mc) 





0 < |z| < 2 ^—7T < arg(z) < Ea) 


Het zal blijken dat het vermenigvuldigen en delen van twee complexe getallen met 
de goniometrische vorm vaak gemakkelijker gaat dan met de vorm x + iy. Het op- 
tellen en aftrekken van complexe getallen wordt wel altijd met de vorm x + iy uitge- 
voerd. 


Stel z, = r; (cosy; + “siny ) en z, = r, (cosp, + ising, ). We berekenen z, «zo. 
Zj ‘Zy =r (cosy; +isiny)- r, (cosy, +ising,) 

= ffo ((cos pı COS P3 + i sin; sings) +i(cosp; sinp, + siny} COS 02) ) 

= rr ( (cosy; cosp, — sing; sing, ) +i( cosy; sing, + sinp; COSp3)) 


Hieruit volgt: 
Zi -Z3 = rir, (cos (p; + p2) +isin (y; + p2)) (3.11) 


De laatste vorm stelt voor een complex getal met modulus r; r, = |z; ||z, | en argu- 
ment p] + p; = arg(zı ) + arg(z, ), zodat |z; < zj | = |z; ||z, | en 
arg(2, * Z) = arg(z; ) + arg(z ): 


Aangetoond is nu: 

Het product van twee complexe getallen in goniometrische vorm is een complex 
getal waarvan de modulus gelijk is aan het product van de moduli en waarvan het 
argument gelijk is aan de som van de argumenten. Het argument van het product 
hoeft geen hoofdwaarde meer te zijn, zodat we dit eventueel moeten herleiden naar 
de hoofdwaarde. 


We willen het product van z, = —1 + iv3 en Z, = v3 + i bepalen met behulp van de go- 
niometrische schrijfwijze. 


Oplossing 

Eerst bepalen we de goniometrische vorm van z} en z, en daarna z} - z, met behulp van for- 
mule (3.11). 

Z} =z liv 2(cos(2r) + isin (2x) enz, = 2(cos(ir) + isin (Lr) (Ga 
dit na!) 

Z4 Z% =2. 2 (cos (är +t) + isin (är + 1m) ) 


= 4 (cos (Er) + isin (är) = —2,/⁄3 + 2i 

















Voorbeeld 14 
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Opdracht 
Controleer het antwoord van voorbeeld 13 door het product recht- 
streeks te berekenen. 


Het vermenigvuldigen met behulp van de goniometrische schrijfwijze is vooral 
handig bij een vermenigvuldiging van meer dan twee getallen. We vermenigvuldi- 
gen eerst drie complexe getallen met elkaar. 

Als zj. = rj (cos (p) + isin (p})) voor k = 1, 2 en 3, dan geldt voor z, - zj : 23: 


Zj "Za ` Z3 = F} rar (cos (yi + 02 + p3) +isin (p; + p2 +3)) (3.12) 


Opdracht 
Toon formule (3.12) aan. 


Wanneer we in het algemeen n complexe getallen met elkaar vermenigvuldigen, 
metn € Nenn > 2, dan is van het product de modulus weer gelijk aan het product 
van de moduli en het argument gelijk aan de som van de argumenten. (Het argu- 
ment van het product moet eventueel herleid worden naar de hoofdwaarde.) 


In het bijzonder vermenigvuldigen we een complex getal n — 1 keer met zichzelf. 
Dit levert voor z = r(cosp +i sing). 

z” = (r(cosp +i sing))”= r” (cos (nọ) +isin(np)) (3.13) 
Nemen we r = 1 dan krijgen we: 

(cosy +ising)” = cos(np) +isin(np) (3.14) 


Dit resultaat staat bekend als de stelling van De Moivre. 


Bereken z!? als z = 1 +i 


Oplossing 


We bepalen eerst de modulus en het argument van z = 1 + i: 


aA V lal Zen arg(z) — arctan (5) Ee r. 


Toepassen van formule (3.13) levert op: 


z” = Iz|'? (cos (10 arg(z) + i sin (10 arg(z)) 


-oa (eE) van) 
= 3 (cos (=) + isin (3e) = 32 


We hebben het argument 7 herleid naar de hoofdwaarde n 














Complexe getallen 


We leiden de bekende formules af voor cos2p en sin2. De uitdrukking (cosy + i sin p)" 
berekenen we op twee manieren: met behulp van de stelling van De Moivre en door het 
merkwaardige product (a + b)° — a + 2ab + b° te gebruiken. 

Enerzijds geldt: (cos + i sin p) — cos(27) + isin(2p). 

Anderzijds geldt: (cosy + i siny)” = (cosy)? — (sin p)° + 2i( sinp)(cosp). 
Wanneer we de reële delen en de imaginaire delen ieder afzonderlijk aan elkaar gelijk stel- 
len, krijgen we cos 2y = (cosy)? — (sin p)? en sin2p = 2 sing coso. 


Voor de deling van twee complexe getallen geldt het volgende: 
Als z, = r; (cosy; +isinw;) en z, = r, (cosp, +isinw,) dan is: 
et 


2 (cos (pı — y2) +isin (p; — p2 )) (3.15) 
Z2 Vo 


Opdracht 
Toon formule (3.15) aan door <t en Z met behulp van de goniometri- 
Z 


sche schrijfwijze met elkaar te vermenigvuldigen. 
We zien dat geldt i 
In woorden: 
Het quotiënt van twee complexe getallen in goniometrische vorm heeft als modu- 
lus het quotiënt van de beide moduli en als argument het verschil van het beide ar- 
gumenten (het argument van het quotiënt moet eventueel weer herleid worden 
naar de hoofdwaarde). 








— a en arg (a) = arg(zj) — arg(zs ): 
Z 


Z2 2 Zo 


Opdracht 
Bereken het quotiënt van z; =-—l1 +iv3 en Zy, = V3 +i eerst recht- 
streeks en vervolgens met behulp van de goniometrische schrijfwijze. 


Opgaven bij 3.6 


Bereken de onderstaande uitdrukkingen en schrijf daarna het antwoord in de vorm 
x + iy. 


a (l+if d AAA Ei 
b (l-iv3) TE 
(i42 : 
(-2+2iV3) AD 


Leid met behulp van complexe getallen formules af voor cos (3p) en sin (34). 


Teken de volgende verzamelingen in het complexe vlak. 


a ze G| < |22| < 2AGT < arg(2z) < dr) 


b Jze Clor < arg(2iz) < AO < J4iz| < 1} 
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Gegeven een willekeurig complex getal z. 


Bepaal de ligging van iz, iz, = en as in het complexe vlak. 
i i 
Wat betekent dus het vermenigvuldigen met i en het delen door i in het complexe 


vlak? 
De formule van Euler 


We ontmoeten een derde schrijfwijze van een complex getal met behulp van de 
complexe e-macht. De complexe e-macht is gedefinieerd door: 

Voor elke y € R geldt e” = cosy +isiny (3.16) 
Dit staat bekend als de formule van Euler. 


Opmerking 
Deze definitie kan met behulp van reeksontwikkelingen, zie hoofdstuk 
1, aannemelijk worden gemaakt. Dit gaat als volgt. Er geldt: 


y g g 


2 
BE 
=H. 
21 3! Al 5! 


Voor x = ip gaat deze reeks over in: 


. 2 3 4 5 
PIES TN N i E. E o 


2! 3! 4! 5! 


2 4 3 5 
= (1-55) tip Ge) 
2! 4! àl al 


= cosy +isingp 


Samenvattend hebben we nu drie schrijfwijzen voor een complex getal: 
L z=X+tiy 


2 z=r(cosp+isinp), metr = x +y en tany = 


ių 
3 z=re” 


i IS 


Deze laatste schrijfwijze wordt de exponentiële vorm genoemd. Deze schrijfwijze is, 
evenals de goniometrische vorm, uitermate geschikt voor het uitvoeren van een 
vermenigvuldiging of een deling. 

De volgende rekenregels volgen direct uit de rekenregels voor complexe getallen in 
de goniometrische vorm. 


Rekenregels voor complexe getallen in de exponentiële vorm 
ip, ip, ilp +92) 


e re re“ =rrne (3-17) 
iy] s 
e DS =e (3.18) 
De A 
. n . 
e (re) =r" (3.19) 


Uit deze regels volgt dat we met de complexe e-macht op dezelfde manier mogen 
rekenen als met de reeds bekende reële e-macht. 
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Geef de goniometrische vorm en de exponentiële vorm van z = 3v3 — 3i. 


Oplossing 


tiel y GV3) HCI)? = 6 en are) = arctan (=È) = -lav 
nS o o o o 


nl 
= be 


Geef de drie schrijfwijzen van z = 3e”. 


Oplossing 


— Je e” (exponentiële vorm) 
= 3e’ (cosa + isingr) (goniometrische vorm) 


= —3e° (vorm x + iy) 


Opgaven bij 3.7 


Onderstaande complexe getallen zijn geschreven in één van de vormen z = x + iy, 


Z 


a 
b 
c 


d 


= r(cosp +i siny), of z = re” . Schrijf ze in beide andere vormen. 


g 3 (cos (3e) + isin (5e)) e zZz=—3—4i 
4 4 
Z= ë f z = —3 + 4i 
m 
z= 2(cos3 +isin3) g z=3e? 
z= 24/3 + 2i h gag 


ai i ; i 
Schrijf z in de vorm re” en in de vorm x + iy als: 


_ (VZ-iV2) (-v3+i)" 
(-2V3+2i) 


die i+1— In3 
zag 


n3i(ke) 
gep €F eeh tref 
1 


— In4+2-+i (2x) 


Z= eœ 
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Het oplossen van vergelijkingen 


In paragraaf 3.2 hebben we al enige aandacht besteed aan het oplossen van verge- 

lijkingen in de verzameling C. We gaan hier nu dieper op in. We onderscheiden drie 

gevallen: 

1 Het oplossen van af +bz+c=0, waarbij a,b,c € Rena #0. 

2 _ Het oplossen van z* = c, waarbij n € N,n > 2ence C. 

3 Het oplossen van az° + bz + c = 0, waarbij a, b,c € C en a # 0. Dit laatste ge- 
val wordt voor de praktijk minder belangrijk geacht en kan eventueel worden 
overgeslagen. 


Het oplossen van az + bz +c = 0 waarbij a,b,c € R ena #0 


Bekend is de ontbinding van een verschil van twee kwadraten: 

a —b = (a+ b)(a — b). 

In C is ook een som van twee kwadraten te ontbinden: 

a’ +b =d — (ib) = (a + ib)(a — ib). 

De vergelijking x? +a = 0 is dusin C oplosbaar: 

Å +E ‘0r — (ai) = 0 & (x + ai)(x — ai) = 0 => xj, = ai. 

We bekijken nu het oplossen van az? +bz+c=0, waarbij a, b,c € R ena # 0. De- 


len door a en vervolgens kwadraatafsplitsen levert: 


m EN E PAE RLRE 
a a 





2 -M 
m (z +) se (2 z) =0 (3.20) 
2a 4a 
Noem D = b° — 4ac de discriminant. Er zijn nu twee mogelijkheden: 
ll D0 
Formule (3.20) is dan gelijkwaardig met 
(2+2 ->vD) (z+ +4 vD) =a _ zbżvD 
2a 2a 2a 2a ? 2a 
2 Ds 
Formule (3.20) is dan gelijkwaardig met 





(2-3 -5 VD) (2+2 +5 vD) =0 > Zs _ “biy -D f= 
2a 2a 2a 2a ? 


Samenvattend kunnen de oplossingen van de vergelijking az + bz + c = 0, waarbij 
a,b,c € R ena #0 als volgt gevonden worden: 


e D>0 danz, = bvd (3.21) 
A 

e D <0 dan z= En me (3.22) 
a 


Hierbij is D = b° — Aac. 


Voorbeeld 18 





3.8.2 
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Los op de vergelijking 2 zl 0 


Oplossing 
Omdat D = 1 — 4 < 0 is z3 3 -m Ga 


2 


Opmerking 
Fout is de volgende berekening: 
5 P 
-ly -3 en id -IH REINE 


Z nn ne 
ka 2 2 2 2 


We laten zien dat de gedachtegang Ui = i, dat wil zeggen V—l = i, op een tegen- 
spraak stuit. Dit kan als volgt worden aangetoond. 


Enerzijds geldt: V-I - V-1=i-i=i" = —1. 
Anderzijds geldt: V—1: V—1 = 4/ tg = ll, 


Opdrachten 
Los op in C. 
e z +6Z-11=0 
e z +6z+11=0 


Het oplossen van z” = c,waarbijn € N,n > 2ence C 


We gaan de vergelijking z” = c oplossen, waarbij c een gegeven complex getal onge- 
lijk aan nul is en n een positief geheel getal groter dan 1. Voorbeelden van deze ver- 
gelijking zijn: z? =2-iz =ienz =9. 


We komen als volgt tot de oplossingen. Stel z = re”, waarbij r = |z| en p = arg(z). 


. De 


Er geldt dan z” = r”e”™” , Het complexe getal c is te schrijven als c = [c{e s0 


vergelijking z” = c gaat hiermee over in r'e ” = jeje 78O 
Vergelijken van de moduli van linker- en rechterlid levert r” = el sr Yje 


p _ „iarg(c) 


Tevens geldt e”? = e , oftewel 


cos (np) +isin (ny) = cos(arg(c)) + isin (arg(c)). 

Hieruit volgt cos (np) = cos(arg(c)) A sin (nọ) = sin (arg(c)). Dit leidt tot 

ny = arg(c) + 2kr ofwel y = me + 2k waarbij k een willekeurig gekozen geheel 
getal is. É É 


De oplossingen van z” = c hebben dus de vorm: 


mapos Mei (cos (aetz) sigh (zelt) 


n n 


Ook al is k een willekeurig geheel getal, we krijgen precies n verschillende oplossin- 
gen, die weliswaar allemaal dezelfde modulus hebben, maar waarvan de argumen- 


ten een veelvoud van 2k van elkaar verschillen. Meestal kiezen we 
n 


k = 0,1,2,..., n — l. Voor k = n wordt dezelfde oplossing gevonden als voor k = 0, 
voor k = n + 1 dezelfde oplossing als voor k = 1, enzovoort. 
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We vatten samen: 


Als de op te lossen vergelijking z” = c is, schrijf dan z” = jaja TEn 
Er zijn n oplossingen: 
i (sale) ) 
Zz = {eje i E o d AiD a 3:23) 





Voorbeeld 19 Los op de vergelijking 2o 


Oplossing 
Er geldt 1 — ij = v2 enarg l — i) = a 


3 (etat) 
Schrijf de vergelijking als z? = 2e d 


) Grt 


Le 
4 





( 
Er zijn drie oplossingen: zą = le 
koi 


Uitwerken leidt tot: 
5 (Ge) 1 si | 1i 
> 2% vie =M(eos(— je) +isn( jr) — 1,084 — 0, 291i 
6 (Le) 7 o) 
> L= Vle V = YA (cos (Z7) + isin (oe) — —0, 291 +1, 084i 
6 (Er) 6 15 AF 
» z Vie = cos (Ee) + isin (Be) — —0, 794 — 0, 794i 


Figuur 3.10 
Illustratie bij oplossingen uit 
voorbeeld 19 
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In figuur 3.10 zijn de oplossingen getekend van de vergelijking van voorbeeld 19 in 
het complexe vlak. We zien dat de eindpunten van de vectoren de cirkel met straal 
Y2 in drie gelijke stukken verdelen. Ze vormen blijkbaar de hoekpunten van een 
gelijkzijdige driehoek. De figuur laat duidelijk zien dat Zz = zo, Z4 = Zj, enzovoort. 
We krijgen dus slechts drie verschillende oplossingen. 

Een nadere bestudering van de oplossingen leidt tot de conclusie dat dit ook in het 
algemeen geldt. Elke oplossing z, in (3.23) heeft dezelfde modulus. Daarom liggen 
de eindpunten van de vectoren die z} vertegenwoordigen, op een cirkel met straal 
z| = el. De omtrek van deze cirkel wordt door deze eindpunten in n gelijke delen 
verdeeld. De vergelijking wordt daarom wel een cirkelverdelingsvergelijking ge- 
noemd. De eindpunten vormen ook de hoekpunten van een regelmatige n-hoek. 


Opdracht 
Los de vergelijking z* = 16i op. 


Het oplossen van az + bz e= 0, waarbij a,b,c € C ena #0 


We bekijken nu het oplossen van de vergelijking az +bz+c=0, waarbij 
a,b,c € C en a £ 0. Delen door a en vervolgens kwadraatafsplitsen levert (net als 
in 3.8.1): 

a +bz+c=0 8z +2z+2=0 


Na substitutie van wW = z + 2 krijgen we de cirkelverdelingsvergelijking: 
A 


2 ë. F 
W =d 


Deze vergelijking lossen we op en de gevraagde oplossingen volgen uit: 


b 
Z = W — — 
2a 


Los op de vergelijking z* — 2iz — iv⁄3 = 0. 


Oplossing 
Kwadraatafsplitsen leidt tot: 


Meeg. 

Substitutie van w = z — i levert wê = —1 + iV3. 

Deze cirkelverdelingsvergelijking lossen we op de reeds bekende manier op. 
(Bret) 


i (trka 


Schrijf de vergelijking als w° = de ) 
, voor k = 0I. 


Er zijn twee oplossingen: w, = v2e 
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Uitwerken leidt tot: 


TI 4 
EE EESE 
W = Vie (Fe) lt 6 en w, — Vie a) = -Ż vi -5iv6 
Uit de oplossingen w enw, vindenwe: _ 
ZW, ti AVE +76) enz, = W, tie AVE 16) 
E 
Opdracht 
Los de vergelijking z° + (2 — 4i)z — 1 = 0 op. 





Voorbeeld 21 Los op de vergelijking z* + (1 — i)z? — i = 0. 


Oplossing 

We stellen z* = p, hiermee gaat de vergelijking over in de tweedegraadsvergelijking 

p + (1 — ip — i = 0. Deze vergelijking kan zoals de vergelijking in voorbeeld 20 worden op- 
gelost met behulp van kwadraatafsplitsen. We kunnen in dit geval de vergelijking ook ontbinden 
in factoren en daarna oplossen op de volgende manier: 


P +0- ip- i=0 e p+- iIIi 
Dit is aanmerkelijk minder werk dan eerst kwadraatafsplitsen en daarna een cirkelverdelings- 
vergelijking oplossen. 


We moeten nu nog oplossen z = Ħenn =- 
De oplossingen van z? — —1 noemen we Zo enz, en deze vinden we als volgt: 
zeten =0 >z siv} =i 


2 : 
De oplossingen van z = i noemen we z, en z} en deze vinden we als volgt: 


{1 
jije O+ _ (jaa) 


SA 
(etter) 
(er 7 


Schrijf de vergelijking als En 
Er zijn twee oplossingen: z, ; = € voor k = Zenk = 3 


Uitwerken leidt tot 


i (detza) 5 (Ge) — tv3 ion 


i (iror) i (i=) l i 
4 =b =e = Vi iva. 
2 2 
In totaal vinden we vier oplossingen: 


a i I3} = V2 +Żiv2 en Z, = VI? 
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Opgaven bij 3.8 


Los op in C (schrijf de oplossingen in de vorm x + iy). 
a z +42-5=0 c 5z —6z—-4=0 


b zZ +4z+5=0 d pe —6z+4=0 


Los op in C (schrijf de oplossingen in de vorm x + iy). 


a 7 =-—i e zZ =-4-4iV3 

b zZz =-1-iv3 f _(z-2i) =—8-—8iV3 
c zî=64 g is = Gi 

d z° =-16 h (+5 =-1l-—iv3 


Los op in C (schrijf de oplossingen in de vormx + iy). 


a Z +2iz+3=0 e Z +2iz +iv3=0 

b z -(l+ĳz+i=0 f a +i =i=0 
e i —(l+iz+1l=0 g zĵ-72-8=0 

d zZz +(-2+6ĳ)z-8-—4i=0 h zÆ +2z⁄ +2=0 


Wisselsignalen en complexe getallen 


In deze paragraaf zullen we een methode laten zien, waarmee het maken van bere- 
keningen met wisselsignalen vereenvoudigd kan worden door de wisselsignalen 
voor te stellen als het reële deel van een complexe functie. 

Wisselsignalen zijn belangrijk in de techniek. Met wisselsignalen zijn onder andere 
harmonische trillingen te beschrijven. Voorbeelden van wisselsignalen zijn wissel- 
stromen en wisselspanningen. 

Voor de leesbaarheid zijn reële getallen vaak in drie decimalen nauwkeurig gege- 
ven. 


Wisselsignalen en complexe wisselsignalen 


Een functie van de vorm: 

f(t) = A cos (wt + p) (3.24) 
heet een wisselsignaal. De gebruikte parameters hebben de volgende betekenis: 

e A: de amplitude, waarbij A > 0 

èe w: de hoekfrequentie, waarbij w > 0 

e : de fase (ook: fasehoek) 


Als w de hoekfrequentie is, dan is ~ de frequentie en z de periode. 
T W 


We zien het wisselsignaal f(t) = A cos (wt + p) als het reële deel van het complexe 
wisselsignaal fc(t): 
felt) = A cos (wt + p) + Ai sin (wt + p) 


— Aci) (3.25) 













Figuur 3.11 
Fasevector en complex 
wisselsignaal 


Voorbeeld 22 





Voorbeeld 23 





Voorbeeld 24 
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Meetkundig betekent dit dat fc(t) voor iedere t een punt in het complexe vlak is op 
de cirkel met middelpunt O en straal A. Het wisselsignaal f(t) is dan de projectie 
van fc(t) op de reële as. Het punt fc(t) doorloopt de cirkel met een hoeksnelheid 
van w rad/sec en bevindt zich op t = 0 in het punt fc(0) = Ae”. 

De vorm Ae!” heet de fasevector van f(t); deze fasevector noteren we als a. 

Het complexe wisselsignaal fc(t) = Aet?) is dan te schrijven als 


Hierin is e“* in het complexe vlak het beeldpunt van een complex getal met lengte 


1, dat met een constante hoeksnelheid w ronddraait. In figuur 3.11 is het geheel in 
beeld gebracht. 





We bepalen de hoekfrequentie en de fasevector van f(t) = 4 cos (5t + 5n). 


Oplossing 

De hoekfrequentie: w = 5. i(5t+17) 

Het complexe wisselsignaal is fc(t) — 4e ° ___ Dit kan geschreven worden als: 
ai 1 1 
i(5t+-7) 1 i-r 

k = 4e ? =4e te? = ae" meta= 4e. 


Er volgt nu voor de fasevector a: 


a 
inm 
od = af cos (är) Sn (3e) 22N] 
3 3 : 


Als f(t) = —2 cos (3t) dan bepalen we de fasevector als volgt. Schrijf 
f(t) = —2 cos (3t) = 2 cos (3t + 7), dan is fc (t) = o oa e aet, met 
a= =d 


Voor f(t) = sin { 4t + Er bepalen we de fasevector als volgt. Schrijf 


T(t) — COS (i-- (ele) = QOS (-a+ia) == COS (ar er) dan 
2 4 4 4 


fe(t) = a) se 
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Een wisselsignaal heeft de hoekfrequentie w = 3 rad/s en de fasevector œa = 3 + 2i. Be- 
paal fc(t) en f(t). 


Oplossing 

We bepalen eerst de exponentiële vorm van a. 

Er geldt [3 + 2i| = v13 en arg(3 + 2i) = arctan (z) = 0,588, zodat œ = v13% 
Het complexe wisselsignaal is: 


fet) = aet — 135% et — zei 30.588) 


Het signaal f(t) vinden we door het reële deel van het complexe wisselsignaal te bepalen: 
f(t) = Re(fc(t)) = v13 cos (3t + 0,588) 
i 


Opdracht 
Bepaal de hoekfrequentie en de fasevector van f(t) = —4 sin (ar + La) ; 


Het optellen van wisselsignalen 


De complexe wisselsignalen zijn goed te gebruiken om twee wisselsignalen met ge- 
lijke hoekfrequentie op te tellen. Het resulterende wisselsignaal is ook een wissel- 
signaal met dezelfde hoekfrequentie. We zullen dit aan de hand van voorbeelden 
laten zien. 


Bepaal de som s(t) = f(t) + g(t) in de vorm A cos (wt + y), waarbij 
f(t) = 4 cos (3 t Tm) en g(t) = 3 cos (a =- tr) 


Oplossing 
Deze som wordt bepaald door eerst sc (t) = fc (t) + gc (t) te bepalen en vervolgens het 
reële deel hiervan te nemen. 


1 l. de 

i (arla) nt. 3t i3t a 
fc(t) = 4e 3 / — 4e? e= age”, metaf =4e° , 

i (ata) Ti it i3t lai 
gc(t) = 3e T 3e e= age”. met ag = 3e? 
Er volgt: | 
sc(t) = felt) + gc(t) = (af + ag)e™! = ase", met 


; 1. 
TI =T 
as =af tag =4e? +3e? = (2+ 2iv3) + 3i = 2+ (2v3 + 3)i 


Voor as geldt Jas| = /2° + (2V3 +3) = 6.766 en 





arg(as) = arctan (>25) = 1271, zodat as = 6,766e 2/1 
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Uiteindelijk vinden we: se (t) = fe (t) + ge (t) = 6,76660!" en (waar het ons om 


ging) s(t) = f(t) + g(t) = Re(sc(t)) = 6,766 cos (3t + 1,271) 


Merk op dat ws = wf = wg en as = af + ag. 


Opdracht j i 
Bepaal 3 cos (ar + La) — 2 sin (ar — La). 


Aanwijzing: schrijf—2 sin | 4t — a eerst in de vorm 2 cos(...) en tel 


vervolgens de wisselsignalen op zoals in voorbeeld 26. 


3.9.3 Het differentiëren van wisselsignalen 


Is f(t) = A cos (wt + p), dan is SEL = —AÁw sin (wt + p). Dit is als volgt te herschrij- 


ven in de vorm van een wisselsignaal: 


SEE = —Aw sin (wt + p) 
e Åy sin (—wt — p) 
= Aw cos (wt + p tan 
We bekijken nu wat er met de bijbehorende complexe wisselsignalen gebeurt als er 


gedifferentieerd wordt. Het complexe wisselsignaal van Soo duiden we aan met 


o, 


fel) Ae e na en 


A iwt jwt 
= jwae™" = Ge” 


We zien dat de fasevector 8 van n gelijk is aan de fasevector « van f(t) verme- 


nigvuldigd met de factor iw. In het complexe vlak heeft differentiëren daarom het 

volgende effect: 

e wegens |8| = |iwa| = |w||a| wordt de lengte van de fasevector met w verme- 
nigvuldigd; 

e wegens arg(ĝ) = arg(iwa) = arg(a) + >r wordt bij de fasehoek 57 opgeteld. 


Opdrachten j 

Gegeven het signaal f(t) = 4 sin (2t + T). 

e Schrijf f(t) en ie in de vorm A cos (wt + ). 

e Teken in één figuur de fasevectoren van f(t) en 


aft) 
dt 
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Opgaven bij 3.9 


Bepaal de fasevector in de vorm x + iy van 


a f(t =4cos(2t—8) d k(t) =3sin(5t + a) 
b g(t) = V2cos(t2+0,4m) e m(t)=—4sin(t+ 57) 
c h(t) = -2 cos(—3t + 2) f — n(t)= —5 sin (3(4 — t))) 


Gegeven de signalen f(t) = 3 cos (2t — ri en g(t) = 4cos(2t + n). 


a Bereken s(t) = f(t) + g(t) in de vorm A cos (wt + ọ). 
b Controleer grafisch het antwoord van onderdeel a door de fasevectoren van 
f(t), g(t) en s(t) te tekenen in het complexe vlak. 


Schrijf de som van de gegeven wisselsignalen in de vorm A cos (wt + p). 
a f(t)= sin5ten g(t) = cos5t 
1 1 1 l 
b ded -t+ fj =83 -tf— = 
fit) i ter en g(t) cosl ri 
c f(t) =3sin(4t)eng(t) =5cos(4t — 1) 
d f(t) = sin(t), en g(t) = sin(t +77) en A(t) = cos(t +77) 
Voor de uitwijking van een deeltje vanuit de rusttoestand geldt: u(t) = —3 cos (2t) 


cm (tin seconden). 


a Bereken de snelheid v(t) = du(t) 


dt 


in de vorm 





du) 
t 


en de versnelling a(t) = 


A cos (wt + p). 
b Teken de fasevectoren van u(t), v(t) en a(t) in één figuur. 


Complexe getallen met Maple 
In Maple is het zeer goed mogelijk om met complexe getallen te rekenen. In tabel 
3.1 staat een overzicht van hoe de in de wiskunde gebruikelijke notatie in Maple 


moet worden ingevoerd. 


Tabel3.1 








Re(z) (reële deel van z) 





Im(z) (imaginaire deel van z) 





Z (geconjugeerde van zZ) conjugate (z) 





|z| (modulus van z) 








arg(z) (argument van z) argument (z) 
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In MAPLE kan met behulp van het commando convert (z,polar) van het com- 
plexe getal z de modulus en het argument (dit zijn de poolcoördinaten van het getal 
in het complexe vlak) worden gegeven. Met het commando evalc kan symbolisch 
met complexe getallen worden gerekend; evalc geeft het antwoord, indien moge- 
lijk, in de vorm x + iy. 


Voorbeeld 27 In dit voorbeeld demonstreren we met een sessie het rekenen met complexe getallen in Ma- 
ple. De sessie ziet er als volgt uit: 


SZD ArI WwW: 275I) 


Zed M 

w:=2— bl 
ZN 

—26 — Jl 
y 4 n 

Sa] 

29 29 
Ds (3); 5/2 

n 


Sovalf (a) 


0.9284766908 


o) 
arctan | — | — 7 
2 


—1.951302704 
~ (atb?i)/(cld?I); 


>argument (w); 


>evalf(5); 


a-+bi 
c+di 


ac bd bc ad 
tnt ln [| 
ed Bak ben A) 


Rpolar 1/3 Fl)? 


olar zn 
: (25) 


143l 


> convert (w,polar);#berekentmodulus enhoofdwaardevanhetargu- 


polar( 23 arc tan (5) — r) 


>evalc{(s)s; 


>evalc{(s); 


ment van w 


—2 — bl 
>Re (5); 

—2 
smse): 

—5 


Opdracht 
Doorloop deze sessie aandachtig en probeer de resultaten vanuit de the- 
orie uit dit hoofdstuk te verklaren 





Ln | 


ek de Me 

nos: es Uz) Te Ratel” 

HOOFDSTUK3 
BE hi Tidarren RAIA 
enen b nd M € 


EE OT 
INI EEAS 





Complexe getallen 







Het oplossen van een vergelijking met behulp van Maple wordt geïllustreerd in het 
volgende voorbeeld. 





We lossen de vergelijking 2 =2 ? m Maple op met de commando's solve en 
fsolve: 
aer Z3 a2 Rl, 

veg z =2 Jl 
>=opl:=solvelverg,z) ; 

opl := (2 — pi, - 


2 
(1/3) 


Co _ an 1/9 
„132 31) 


(1/3) 
en o NEE D, 


sevalflopl[t}) 

1.451856618 — 0.4934035 3401 
>evalf(opl[2]); 

—0.2986283142 + 1.5040464811 
~evalf(opl[3]))? 

—1.153228304 — 1.0106429471 
>abs(opl[l]);sabs(opl[2])sabs(opl[3]); 

1.533406237 

1.533406237 

1.533406237 
>argument (opl[1]);argument{(opl[2]) ;argument{(opl[3]); 

—2.421993010 

1.766797195 

—0.3275979078 
>opl:=fsolvelverg);#hetoplossenkanookdirect! 

opl :—= —1.153228304 — 1.0106429471, 

—0.2986283143 + 1.5040464811, 

1.451856618 — 0.4934035341I 





Er is aangetoond dat de drie oplossingen dezelfde modulus hebben. Ga zelf na dat de opeen- 


volgende argumenten Ee van elkaar verschillen. 

Opmerking: Indien het commando solve nietalle oplossingen oplevert, kan de volgende con- 
structie handig zijn: 

sROOEON (Z^372~371I, zZz): 


RootOf(-Z° — 2 +31) 


>allvalues (%5); 


(1/3) 
Oe B +3 -D 


CoD Ava -a 
>evalf(3); , 
1.451856618 — 0.4934035340, 
—0.2986283142 + 1.5040464811, 


—1.153228304 — 1.0106429471 
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Opgaven bij 3.10 


Los met Maple de volgende vergelijkingen op. 
a Z +32-5=0 c zZz +4iz +2-3i=0 


b z“ =10 d zz =-A6 


7 15 
Bereken met Maple _3+21v3) + (-3 = i)! (4 + 3i)f en schrijf het antwoord in 


(V5-i) 


de vorm x + iy en in de goniometrische vorm. 


Gegeven de signalen f(t) = 3 cos (3: — zr) en g(t) = 4 cos (3: -+ zr). 


Bereken met behulp van Maple f(t) + g(t) in de vorm A cos (wt + @) 


Gegeven de signalen f(t) = 2 cos (ar — La) , g(t) = —3 cos (ar + ir). 

h(t) = —2 sin (ar + tr), ki f) = 2 cos (ar + Er) en j(t) = — sin (ar — Zr) 
Bereken met behulp van Maple de som van deze signalen in de vorm A cos (wt + g). 
Herhalingsopgaven 


Schrijf in de vorm x + iy. 


/ 3 
- In3+i (r) -1 r” 5 -aai 


a e + 3i Va” AE ri e 


Teken in het complexe vlak. 


a fz E€ C|4 < |2iz| <6^0 < arg(2iz) < La) 


b [ze CIO < arg(z) < 7T A Re(z) = sail) 


O 


lze CJl < |z| < 27^ -37 Sarge) < z} 
d {z e G||z —5ij = |4 + 3i — z|} 


a Het complexe getal z voldoet aan de volgende voorwaarden: 
arg z )=ren |z+1 —i| = 10 
Bepaal z en teken z in het complexe vlak. 
b Teken eveneens Z en iz zonder deze getallen eerst te berekenen. 


Los op in C (schrijf de oplossingen in de vorm x + iy): 
a 2z +4iz-3=0 c iz +(2-2ĳ)z+3i=0 


b zZz +3iz +4=0 d z+4+(l-ĳz eia 
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Gegeven de signalen f(t) = cos (2: = Er), g(t) = 3 sin (2: + La) 
en h(t) = —4 cos (2: -+ sr). 


a Bepaalde fasevectoren van f, gen hin de vorm x + iy en teken deze in het com- 
plexe vlak. 

b Bereken f(£) + g(t) + h(t) in de vorm x + iy. 

c Controleer het antwoord van onderdeel b door grafisch f(t) + g(t) + h(t) te be- 
palen. 


In figuur 3.12 is een massa m bevestigd aan een veer. Het massa-veer-systeem 
wordt in trilling gebracht. Voor de uitwijking u(t) van de massa vanuit de even- 


wichtsstand geldt: u(t) = 10 cos ( r) cm (tin seconden). 
3 
i du(t) 
a Bereken de snelheid v(t) = — + en de versnelling a(t) = 
dt 
A cos (wt + p). 
b Teken de fasevectoren van u(t), v(t) en a(t) in één figuur. 


dv(t) in de vorm 





Samenvatting van hoofdstuk 3 


Complexe getallen 
Definitie imaginaire eenheid i: i =l. 
Drie schrijfwijzen voor een complex getal: 


l Z=% +iy | 
2 (goniometrische vorm) z = r(cosp + ising), met de modulus r = Nes + y en 
het argument  = arg(z), waarbij tan y = Y. Hoofdwaarde:—r < arg(z) Sm. 
x 


3 (exponentiële vorm) z = re”, e? = cosp+isinp (formule van Euler). Als 


z = a + bi dan is de toegevoegd complexe van z het getal Z = a — bi. De afstand 
in het complexe vlak tussen z; en z, is gelijk aan |z} — z, . 


Rekenen met complexe getallen 
1 Met de vorm x + iy. 


Stel z; =a + bi en z, = c + di. 
Zi +23 = (a+C)+(b+d)i 
Zj : Zy = (ac — bd) + (ad + beji 
Zj ac+bd bc—ad, 
TE | 

Es Gd c +d 
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2 Met de goniometrische vorm. 
Stel z, = cosy, +isinp; en z, = cosp, +isingps. 


Zi -Za = T} T, (cos (p; +03) +isin (y; + p2)) 

ŽL = A (cos (p; — p2) +isin (y; — p2)) 
2 2 

3 Met de exponentiële vorm. 


i iy 
Stel z; =re" enz=me ">. 


i(p, + 
T B =h rel” Pa) 


Zi Tj eA) 
22 To 

Het oplossen van vergelijkingen in C 

Onderzoek altijd eerst of een eenvoudige ontbinding mogelijk is. 

1 Het oplossen van az“ +bz+c=0, waarbij a,b,c € Ren a #0. 
Discriminant D = b° — 4ac. 


a Als D> 0 danz, = EVP - 
a 

b Als D< 0dan z» an 
a 


2 _Het oplossen van z” =c, waarbij n € N,n > 2ence CG. 


Schrijf de vergelijking als z” = [cel *8CO+2km) 
J gewang 


Er zijn n oplossingen: 

(ele) ,2kr) 

z = yie" 7 =: voar k=0 LZ eL 

3 Het oplossen van az +bz+c=0, waarbij a,b,c € C ena #0. 
Delen door a en vervolgens kwadraatafsplitsen levert 


2 2 
az + bz+c=0 (2+2) =£ a 
2a a 4a p? 
Na substitutie van w = z + a gaat deze vergelijking over in m = Ir 
a a 4a 
Deze vergelijking lossen we op en de gevraagde oplossingen volgen uit 
Ta 
2a 


Complexe wisselsignalen 

Een functie van de vorm f(t) = A cos (wt + ) heet een wisselsignaal. Hierbij is A de 
amplitude, w de hoekfrequentie en p de fase (of de fasehoek). 

Een wisselsignaal f (t) = A cos (wt + p) is het reële deel van het complexe wisselsig- 
naal fc(t) = AY „el elf, waarbij œ = Ae” de fasevector is. 

De som s(t) = f(t) + g(t) wordt bepaald door eerst sc(t) = fe(t) + gc(t) te bepalen 
en vervolgens het reële deel hiervan te nemen. 

Voor de fasevector 4 van o geldt 8 = iwa, met « de fasevector van 


f(t) =Acos(wt +). In het complexe vlak heeft differentiëren daarom het vol- 
gende effect: de lengte van de fasevector wordt met w vermenigvuldigd en bij de fa- 


sehoek wordt n opgeteld. 
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Leerdoelen hoofdstuk 4 


Matrices worden op veel plaatsen gebruikt waar wiskunde toegepast wordt. Matrix- 
rekening is een onmisbaar hulpmiddel in bijvoorbeeld de operationele research, de 
mechanica, de systeemtheorie en de regeltechniek. Met behulp van matrices kun- 
nen (grote) stelsels lineaire vergelijkingen worden weergegeven en al dan niet met 
behulp van een computer worden opgelost. Matrices stellen ons in staat met een 
grote hoeveelheid getallen berekeningen uit te voeren in een compacte vorm. Ma- 
trices spelen bijvoorbeeld een belangrijke rol bij eindige elementen methoden van 
de mechanica en ook bij processen binnen de kansrekening, de zogeheten Mar- 
kov-processen. 


Hoofdstuk 4 bevat de volgende onderwerpen: 

basisbegrippen van de matrixrekening 

de som van matrices en scalaire vermenigvuldiging van een matrix 
het product van matrices 

oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen 

het berekenen van determinanten 

de inverse matrix 

de regel van Cramer 

lineaire onafhankelijkheid, basis en coördinatentransformatie 
eigenwaarden, eigenvectoren en het diagonaliseren van een matrix 


li 
ENOS 


HOOFDSTU 


zi) 


Bi 
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Matrices en 
determinanten 


Matrices 
Basisbegrippen 


Ter introductie van het begrip matrix gaan we uit van een stelsel van twee lineaire 
vergelijkingen: 

OE + Zy =D 

S= Pl 


Van het stelsel maken we twee rechthoekige tabellen, omsloten door haakjes: 


5 2 5 29 
a={3 ji) ens (5 il i) 


Dit zijn twee voorbeelden van matrices. De matrix A bevat de coëfficiënten van de 
onbekenden en de matrix B bevat naast de coëfficiënten van de onbekenden ook 
het rechterlid van het stelsel. 


Definitie 
Een matrix is een rechthoekig geordend getallenschema waarin de getallen, dit zijn 
de elementen van de betreffende matrix, in rijen en kolommen zijn opgeslagen. 


De volgende matrix bestaat uit twee rijen en drie kolommen. 


Bn N | | -o 
-o m 


Een matrix wordt met een hoofdletter aangegeven en zijn elementen met de corres- 
ponderende kleine letter, voorzien van twee indices, de rij-index en de kolom-index. 
Zo is a, het element in de i-de rij en de j-de kolom van de matrix A. De i-de rij van A 
duiden we aan met dà’ en de j-de kolom met a; . 
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Een matrix met m rijen en n kolommen wordt een m x n-matrix genoemd. Het paar 
(m,n) heet de afmeting van een m x n-matrix. 


1 3 4 
Gegeven de matrix A = ( 3 4 


A is een 2 x 3-matrix; a, = 3; a |} 4) en a, = i) 


De matrix A= (aj, 42 `° Aij) is een matrix met één rij en heet een rijmatrix 
of rijvector. Evenzo noemen we een matrix met één kolom een kolommatrix of een 
kolomvector. 

Een 1 x l-matrix wordt beschouwd als een reëel getal. 


Opdracht 
Geef een 3 x 4-matrix, een kolommatrix met 5 rijen en een 1 x 1-matrix. 


Matrices worden vaak gebruikt om informatie schematisch weer te geven. Zie hier- 
voor het volgende voorbeeld. 


Een fabrikant maakt drie producten: P1, P2 en P3. Deze producten worden vervaardigd uit de 
halffabrikaten H1, H2, H3 en H4. 

Voor één eenheid product P1 zijn nodig 3 eenheden H1, 1 eenheid H2, 4 eenheden H3 en 2 
eenheden H4. Voor één eenheid product P2 zijn deze hoeveelheden achtereenvolgens 2, 4, 1 
en 3. Voor één eenheid product P3 zijn deze hoeveelheden achtereenvolgens 3, 1, 0 en 5. 
Deze gegevens zijn als volgt weer te geven: 


P1 P2 P3 
3 2 2, N 
ne © 
A = 
4A 1 0i H3 
2 3 5/ H4 E 


Er volgt nu een aantal afspraken en definities. 
l Een vierkante matrix is een matrix met evenveel rijen als kolommen. 
Een voorbeeld hiervan is: 


l 24 
A=|0 47 
3 —1 8 
Een vierkante n x n-matrix heet een matrix van de n-de orde. 
2 De elementen a,,,455,-:-,4,, vormen de hoofddiagonaal van een vierkante 


n x n-matrix A. 


3 Een n x n-diagonaalmatrix is een matrix, waarbij alle elementen die niet op de 


hoofddiagonaal staan nul zijn. 


4 Den x n-eenheidsmatrix, notatie 1, of kortweg I, is een diagonaalmatrix met 


uitsluitend het getal 1 op de hoofddiagonaal. 
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Zo is Í de matrix: 


1 0 0 
0 0 1 


5 Als alle elementen onder de hoofddiagonaal gelijk zijn aan nul, dan spreken we 


van een bovendriehoeksmatrix. Zijn alle elementen boven de hoofddiagonaal 
gelijk aan nul, dan spreken we van een benedendriehoeksmatrix. Voorbeelden 
hiervan zijn respectievelijk 


4 —2 4 —2 0 0 
0 4 7 | en 5 0 0 
0 0 8 6 0 8 


6 Dem x n-nulmatrix, notatie O,, „ of kortweg O, is een matrix waarvan alle ele- 


menten gelijk aan nul zijn. 


7 Twee matrices A en B zijn gelijk, notatie A = B als A en B een gelijk aantal rijen 


en een gelijk aantal kolommen hebben en alle overeenkomstige elementen 
eveneens gelijk zijn. 


8 Een ondermatrix van A is een matrix, die uit A ontstaat door 0, 1 of meer rijen 


en/of kolommen van A weg te laten. 


9 De getransponeerde van A, notatie A’ , is de matrix die uit A ontstaat door de rij- 


en van A als kolommen te schrijven (in dezelfde volgorde). Is A een m x n-ma- 
trix dan is A% een n x m-matrix. 
10 Een vierkante matrix heet symmetrisch als A = a 


B 
ASA | 2 I anisa" (5 7 a) 
l i 


Ais een 3 x 2-matrix en Al een 2 x 3-matrix. 


Een voorbeeld van een symmetrische 4 x 4-matrix is: 
1 —3 2 4 

—3 2 1 0 
2 1 4 —5 
4 0 —5 5 


B 


Voor matrix B geldt: B = BĲ 


Opdracht 


Geef alle ondermatrices van de matrix A = ( b f E ) , 


De som van matrices en scalaire vermenigvuldiging van een matrix 


De som van twee matrices is alleen gedefinieerd als de matrices een gelijk aantal rij- 
en en kolommen hebben. 
De som van de twee m x n-matrices A en B is de m x n-matrix C, waarvoor geldt: 


Cij = Aj + bj, voori = 1l, 2, ..., menj = 1,2, ...,n (4.1) 


J 


We schrijven: C = A + B. 
We zien dat A + B verkregen wordt door de elementen op dezelfde plaats van A en B 
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bij elkaar op te tellen. Evenzo is het verschil van de twee m x n-matrices A en B de 
m x n-matrix D = A — B, waarvoor geldt: 


di; = Ajj — bj, voor i = 1,2, en ME CN F = ls B nna E (4.2) 
Voorbeeld 5-  /? —5 I Ra ) 2 h 

Bepaal A + B als A = - 3 | enB= (7 a De 

Oplossing 





2 E |] 02 i) za)? | 
a+B= (G 3 o 1 o de D 


Optelling van matrices is gebaseerd op de gewone rekenregels voor getallen. Daar- 
uit volgt onmiddellijk dat 


e A+B=B+A (commutatieve wet) (4.3) 
e A+(B+C)=(A+B)+C (associatieve wet) (4.4) 
e A+0=A (4.5) 
e A—-A=0 (4.6) 


Het product van de scalar k en de m x n-matrix A is de m x n-matrix kA, die uit A 
ontstaat door elk element van A met k te vermenigvuldigen. We kunnen deze eigen- 
schap ook gebruiken om een factor uit de matrix te halen. 


Voorbeeld 6 | 3 a 5 
Gegeven de matrix e | 2 
2 2 


Gevraagd wordt de factor uit de matrix te halen. 


Oplossing yY l 
Elk element is deelbaar door waarbij het resultaat een geheel getal is, zodat de factor > 


uit de matrix gehaald kan worden: 


(3 oe Yy on 
L — I 2l 7? 4 — 
2 7 -o -o | S 


Opdracht 1 = 1 4 
Bereken 3A — B als A = l 3 a) en B = (= 3] 
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Het product van matrices 


We geven eerst een inleiding. In het volgende stelsel lineaire vergelijkingen zijn x, 

en x, onbekend: 

| aixi + a2% = dı (4.7) 
a21 X1 + a22% = dp l 

De coëfficiëntenmatrix van een stelsel is de matrix, die de coëfficiënten van de onbe- 

kenden van het stelsel bevat. De coëfficiëntenmatrix van het stelsel (4.7) is: 


rpe F di2 ) 
En Gaz 
In het volgende stelsel zijn y} en y, onbekend: 


bij + biy = Xi 
(4.8) 
p + bay = X3 

De coëfficiëntenmatrix is: 


b b 
B — 11 12 ) 
( ba ba 
We kunnen een nieuw stelsel vergelijkingen vormen met als onbekenden y, en y, 


en rechterleden d, en d, door substitutie van (4.8) in (4.7). 
Na rangschikking van de termen geeft dit het stelsel: 


(aii b11 + ai2b21)Y1 + (a11 Piz + A12 boa) =d, 
(az, bij + A22 bai) + (aoj b12 + A22 b22) Y2 = do (4.9) 


Het product van twee matrices is nu zo gedefinieerd dat de coëfficiëntenmatrix van 
het nieuwe stelsel (4.9) het matrixproduct van A en B is. 


AB = be me i er) — bes + åı2b2) Abia hee | 
a2) Ara J\ Dor Doo Ay b11 +422D5j Aoi Dio + A22 b22 


Het product wordt verkregen door het inwendig product te bepalen van elke rij van 
A met elke kolom van B. 


3 2 —] 0 
Gegeven A = ( aa ( 5 


Bereken AB. 
Oplossing 


E 


En be ) 
L Dn a D, g à 


Het matrixproduct definiëren we nu in het algemeen. 


Definitie 
Als A een m x n-matrix en B een n x q-matrix dan is het product C = AB de m x q- 
matrix, waarvan de elementen zijn: 


n 


vor i= L2 sa Men == LA nd. 
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Het element c;; van de matrix C = AB wordt gevonden door het inwendig product 


te bepalen van de i-de rij van A en de j-de kolom van B. Schematisch: 


di Bio s Üy Cit Cig ve Gig 
Asi Ap A, bij bio bj; bi, Ci Gm i Coq 
è bz; baz 2j 2q 
Ai Aiz di, Cij 
bn Do an baj zan bg 
Amı Am2 Amn Cmi Cm2 Cmq 
m x n-matrix n x q-matrix m x q-matrix 


Hierbij zijn de i-de rij van A, de j-de kolom van B en het element c;; van C vet weer- 


gegeven. Het product kan dus alleen worden berekend als het aantal kolommen 
van A gelijk is aan het aantal rijen van B. 


4 2 3 
Gegeven A = fe dj en B = Gi 


Bereken, indien mogelijk, AB en BA. 


Oplossing 


ABL 4 2 3\ /434+2:-4\ /20 

aat 3 4J NI 3de, I5 
A is een 2 x 2-matrix en B is een 2 x 1-matrix, zodat AB een 2 x 1-matrix is. 
Het product BA = ( 3 ) a ? ) is niet gedefinieerd. 


4 1 3 
a 
8 0 
Gegeven A = dn snB rb Ei 
0 4 5 79 
Bereken, indien mogelijk, AB en BA. 
Oplossing 
8 0 
a(i 3 n 6 i o jo) er 
0 4 5 17 9 59 49 
8 B 16 24 38 
a a : i l 2 z2 il 
7 9 14 5/ 52 e 


Voorbeeld 8 en 9 laten zien dat, zelfs als zowel AB als BA gedefinieerd zijn, er niet in 


het algemeen geldt AB = BA. Het matrixproduct is daarom in het algemeen niet 
commutatief. 


Opdracht 5 

Gegeven A= (1 3 4)enB= 2) 
li 

Bereken, indien mogelijk, AB en BA. 
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2 2 1 
Gegeven A = ( o, d 
We berekenen AB en BA: 
2 ? T | 0 0 
a i p) en 
7 o 2 2 1 1 
m D n 


Voorbeeld 10 illustreert, dat uit AB = O in het algemeen niet volgt A = O of B = O. 
Tevens laat dit voorbeeld zien, dat AB = O niet impliceert BA = O. 

De volgende stelling geeft enkele eigenschappen die de matrixvermenigvuldiging 
wel heeft. De niet moeilijke bewijzen worden aan de lezer overgelaten. 


Stelling 

Een matrixproduct voldoet aan de volgende eigenschappen. 

e (kA)B = k(AB) = A(kB), met k e R (4.11) 

e (AB)C = A(BC) (4.12) 

e (A+ B)C =AC+BC (4.13) 

e A(B+C)=AB+AC (4.14) 
(AB)! = BA (let op de volgorde van vermenigvuldigen!) (4.15) 


Verondersteld wordt dat alle in deze stelling voorkomende matrixproducten zijn 
gedefinieerd. 


Tot nu toe was bij de voorbeelden van matrixvermenigvuldigen de betekenis van de 
matrices buiten beschouwing gelaten. Als de betekenis wel gegeven is, kan dit ge- 
volgen hebben voor de matrixvermenigvuldiging, zoals blijkt uit het volgende voor- 
beeld. 


De producten P1, P2 en P3 worden vervaardigd uit de halffabrikaten H1, H2, H3 en H4. 
De aantallen eenheden van deze halffabrikaten die nodig zijn voor één eenheid product staan 
in de matrix A (zie ook voorbeeld 3): 


PI P2 P3 

3 OL H1 

1 4 I H2 
AS 

4 1 0 H3 

2 3 9 H4 


De halffabrikaten worden vervaardigd uit de grondstoffen G1, G2 en G3. De benodigde eenhe- 
den grondstoffen voor één eenheid halffabrikaat staan in de matrix B: 


H1 H2 H3 H4 

2 4 5 3 G1 
B 11I 0 33 G2 

3 2: 10 & G3 
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Zowel het matrixproduct AB als BA is gedefinieerd. Kijken we naar de informatie, die i in deze 
matrices is verwerkt, dan i is alleen het product BA mogelijk. Het product BA stelt voor de 
-aantallen eenheden grondstoffen voor m vervaardigen van één eenheid product: — 

PPPPR_ 

40 44 ao oi 

BA RnB ooo Yy 
67 48 51) 63 — De a -o — Dn 





We kunnen in dit soort gevallen alleen het product AB berekenen als boven de ko- 
lommen van A dezelfde betekenis staat als naast de rijen van B! 


Matrixrekening met Maple 


Voor het rekenen met matrices moet net als bij vectoren in Maple eerst het pakket 
LinearAlgebra worden opgeroepen. We illustreren het een en ander met voor 
zichzelf sprekende voorbeelden. 

„restart, 

>with (LinearAlgebra): 

= Ae =MAtCrIiX ([ [2746]; 3; -0;-9] [5z 525]])? 


2 4 6 
A:=|-3 —6 -9 
5 15 25 


>B:=Matrix([[8,2,-1] r be FE Laly Rer I~ F] ] ] a 


8 2 al 
B:= |5 —9 13 
0 L —lf 


=CrsMatrix(i la; bb; al: [erarel ll): 


CS b i 
Pp q r 


>I3:=IdentityMatrix (3) 


1 0 0 
iSi= 10 1 Q 
0 0 1 


>v:=Vector ([=7;8;9]); 


> \CT \:=Transpose (C); 


a p 
Cre p g 
C rF 


NTA Sie SrvalarMaltipiy (ð; 7j; 


14 28 42 
TA := | —21 —42 —63 
35 105 175 


Ne tA 
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> \2A-3B‘:=MatrixAdd(A,B, 2,-3) ; 


=20 2 15 
2A —3B:= | -21 15 -57 
10 27 101 


> \Av \:=MatrixVectorMultiply(A, v); 
T2 
Av := | —108 
310 


> NAC ‘:=MatrixMatrixMultiply(A,C) ; 

Error, (in LinearAlgebra:-MatrixMatrixMultiply) first matrix co- 
lumn dimension (3) <>secondmatrixrowdimension (2) 

> NCA‘ :=MatrixMatrixMultiply{(C, A) ; 


CA = 2a—-3b+5c 4a—6b+15c 6a— Ib + 25c 
` |2p—3q+5r 4p-—6q+15r 6p—9q + 25r 


> NIA ‘:=MatrixMatrixMultiply(I3, A) ; 


2 4 6 
IA:= | -3 -6 -9 
5 15 25 


> `AB`:=MatrixMatrixMultiply (A,B); 
36 —26 —52 
AB := | —54 39 78 
115 —100 —235 


> \BA5 *s=Matrix Power (B; 5) ; 


38108 38517 —265651 
BAD i= 77905 —322384 2629703 
30 7D 199456 — 1844482 


De matrixoptelling, scalaire vermenigvuldiging, het matrixproduct en de macht van 
een matrix kunnen ook met operanden buiten het pakket LinearAlgebra worden 
uitgevoerd, dit geeft soms foutieve resultaten. 

> AASB" oma a*B? 


—20 2 15 
2A —3B := | —21 15 -57 
10 27 101 


> \A+p \:=MatrixAdd(A,p) ; 

Error, (in LinearAlgebra:-MatrixAdd) invalid input: LinearAlge- 
bra:-MatrixAdd expects its 2nd argument, B, to be of type Matrix but 
receivedp 

> \Atp `: =A+p; 


2 4 6 
Atpi=pt+|-3 6 —9 
5 15 25 


De optelling van een matrix A en een variabele p is niet gedefinieerd, toch geeft Ma- 
ple in dit geval een antwoord. 
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2a—3b+5c 4a—6b+15c 6a— Ib + 25c 
2p— 3g +5r 4p—6q+15r 6p— 3Jq+2ər 


> BAD 
38108 38517 —265651 


77905 —322384 2629703 
36775 199456 —1844482 


In de onderstaande Maple-sessie illustreren we het selecteren van rijen en kolom- 
men van een matrix en het samenvoegen van 2 matrices tot 1 matrix. 
> MrMatrisll [3yr Fedde Pla [A80 B 4 [0,-10,20, 30, 407, 
Are RENEE: 

l 7 13 7 
-8 30 —6 —9 
10 20 30 40 

3 5 7 A 


M := 


ND OO B 0 


> Row (M, 3) ; 


[0, 10, 20, 30, 40] 


= RoW (M; 2223) ? 


[4, -8, 30, -6, -9], [0, 10, 20, 30, 40] 


=cCölünn (M, [1..3,8]) 4 


> DeleteRow (M, 2...3); 


l 3 
=8 —6 
10 30 

3 7 


LA L d 
A:=|2 4 8 16 
5 9 27 8l 


>B=Mätrix (3,2, 7)} 


7 
B=] Z 7 
T 
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=Mr=Matrix(lA,B]) : 


Opgaven bij 4.1 


3 —l —4 3 1 3 —2 
Gegeven A = ($ ‚)B- ( 1 j)enc=(; ä $i 


Bereken, indien mogelijk, de volgende uitdrukkingen met de gegeven matrices. 


a A+B d 2A=B 
b 3A+2B e (B-AF 
E ALBE f Gel 


l 


0 
Gegeven A= | 1 1 . We noteren: A° = AA, A? = AAA enzovoort. 
0 0 


oo 


Bereken Aĉ, A? en geef de formule van A”, voor n € N*. 


02 1] il 2 2 0 1 
Gegeven A = t 4 i i= 3 —4 | enC=ų{0 3 =7 |. 
—2 l 1 —7 5 


Bereken, indien mogelijk, de onderstaande uitdrukkingen met de gegeven matri- 
ces. 


a ZA-8B" 
T 
b A+2(B") 


c C+(3C)! Gibei 


3 -l 0 i 1 
Gegeven A = l 3 2 h B= 0 2 lei 3 |. 
—2 l 1 —2 l —2 


Bereken, indien mogelijk, de onderstaande matrixproducten met de gegeven matri- 
ces. 


a AB; BA è _Bc!;c!B 
b ABC d ABBIA 


Bevestig de juistheid van de onderstaande formules door het linker- en het rechter- 
lid afzonderlijk te berekenen als 


1 3 $ -g -2g 
isla abas (À )enc- (74 0 i 
a _(AB)C = A(BC) c A(B+C)=AB+AC 


b (A+B)C=AC+BC d (AB) = B'A! 


Bepaal de vierkante matrix A ongelijk aan de nulmatrix waarvoor geldt dat 


a e o) 
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Gegeven zijn drie pizzeria's, te weten ‘Pizza King’, ‘Antonio’ en ‘Di Kartonne'. Er 
kan alleen pizza, bier en salade worden besteld. De prijzen in euro's staan weerge- 
geven in matrix P: 


Pizza King Antonio Di Kartonne 
10,60 11,20  11,00\ Pizza 
Ps 2,60 2,20 2,40 Bier 
2,00 2,20 1,80 / Salade 
Op een hogeschool hebben de drie studierichtingen A, B en C een studievereniging. 
De orders van deze drie studieverenigingen worden weergegeven in matrix Q: 
A B C 
5 2 6 Pizza 
Q= | 20 6 30 Bier 
10 3 1/ Salade 
Een studievereniging plaatst zijn totale order bij één pizzeria. 
a Construeer een matrix die aangeeft welk bedrag iedere studievereniging zou 
moeten betalen voor het plaatsen van zijn order bij de verschillende pizzeria's. 
b Bij welke pizzeria zouden de diverse studieverenigingen het beste hun order 
kunnen indienen? 


2 B jð ð 7 8 3 
ää ek Ml B ZR iñ 2 
GegevenAÂ= | 9 4 7 s PSS B U g —5 
17 1 =—19 0 8 2 —6 13 


1 3 6 -2 
en C=( á -Ü i 


Bereken, indien mogelijk, de volgende uitdrukkingen met de gegeven matrices. 


a 84-5B d AAF 
b A+2B+3C e ABen BA 
c (B-A) f AC en CA 
O0 1 0 0 
s 0 0 1 0 
Gegeven de matrix A = 1 0 0 0 
0 0 O —1 


Bepaal het kleinste positieve getal n, zodat A” = I. 


0,2 O,l 0,7 
Gegeven A = {| 0,5 03 0,2 |. 
0,4 0,4 0,2 


Bereken A° f F , at i A° , a, nn Al®. Naar welke matrix convergeert de rij matrices 4 
ER it 
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Stelsels lineaire vergelijkingen 





We beginnen deze paragraaf met het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkin- 
gen met behulp van de bekende eliminatiemethode voor het oplossen van stelsels 
vergelijkingen. 

Gegeven het stelsel: 


3x 2 = 4 
5x, t 3e = 13 viete 
We elimineren de onbekende x,: 
je + 2%, = d 3 IN l Mx, + 6x = 12 
5% — 3% = 13|2 10x, — 6x, = 26 , 
19x; = 38> x% =2 


Substitutie van deze waarde van x, in de eerste vergelijking leidt tot: 
3-2 +2% = 4 & 2x, = —2 & xX, = —l1 


Bij het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen mogen de volgende rekenre- 

gels worden toegepast. 

l Een vergelijking mag worden vermenigvuldigd met een reëel getal ongelijk aan 
nul. 

2 Bij een vergelijking mag elk k-voud van een andere vergelijking worden opge- 
teld. 

3 Vergelijkingen mogen verwisseld worden. 


Door het toepassen van deze regels verandert de oplossing van het oorspronkelijke 
stelsel vergelijkingen niet. 

Een vereenvoudiging in de notatie van het stelsel wordt verkregen door alleen de 
coëfficiënten en de rechterleden in de berekeningen mee te nemen. Dit stelsel kun- 
nen we schrijven als de 2 x 3-matrix: 


3 2| 4 
5 —3 |13 
Dit wordt de totaalmatrix van het stelsel genoemd. De verticale streep onderscheidt 


de coëfficiënten van de rechterleden. 


De matrix A = (3 b- ) is weer de coëfficiëntenmatrix van het stelsel. 








Op de totaalmatrix van het stelsel zijn de volgende operaties toegestaan. 

l Een rij mag worden vermenigvuldigd met een reëel getal ongelijk aan nul. 
2 Bij een rij mag elk k-voud van een andere rij worden opgeteld. 

3 Rijen mogen verwisseld worden. 


Deze operaties komen overeen met de reeds gegeven rekenregels voor het oplossen 
van stelsels lineaire vergelijkingen. 


Het stelsel (4.16) gaan we nu in matrixvorm oplossen. Hierbij geven we achter elke 
matrix de toegepaste operaties aan. 
We gaan de tweede rij vermenigvuldigen met de factor twee: 


3 2] 4 En 3 2| 4 
m -9 [19/4 10 —6 |26 
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Vervolgens tellen we de eerste rij driemaal bij de tweede op: 


3 4\3 = 3 2| 4 
10 —6 [26 / | 19 O |38 
Het getal 2 heet het veegelement, en dit geven we omkaderd aan. 


We kunnen nu de tweede rij door 19 delen, en vervolgens de tweede rij -3 keer bij de 
eerste optellen: 


3 ala, -fa zjar fa aj 
19 0 |38) To u 0/2/-3 “%1 Ol 2 
Delen we de eerste rij door 2 dan krijgen we: 

o 2j-2\ł_/0 ıļ|-ı 

l 0| 2/2 Oi 2 
Het bijbehorende stelsel van de laatste totaalmatrix luidt: 


met als oplossing x; =2 enx, = —l. 





Bij het oplossen van een stelsel worden eerst zoveel mogelijk kolommen schoonge- 
veegd. Onder een schoongeveegde kolom moet hierbij worden verstaan een kolom, 
waarin één element ongelijk aan nul is en elk ander element gelijk aan nul is. 


In het algemeen heeft een stelsel van m lineaire vergelijkingen met n onbekenden, 
met m en n geheel en positief, de vorm: 


Ak + AX + ver + Ann = bə 
i (417 
Amı ¥ı "F Am2¥2 Ie Sam aj Amn¥n ~ Dn 
De matrix 
dir Az Ain 
a a 4 
21 22 2n 
A = , , i 
Am1 Am2 mn 


dij i2 --- Qin = 

-e Az) A22 --. An | Ho 
(Al b ) =i y o oA s foa (4.18) 

Am) Am2 ` Amn Dn 


waarbij b de kolomvector is van de rechterleden. Door de totaalmatrix is het stelsel 
volledig bepaald. 
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Opmerking 
Het stelsel (4.17) is ook in de volgende vorm te schrijven: 


Aii 2 Ain X> b; 

d; A22 Mn b, 

Amı Am2 Amn B 
X 


n 
ofwel A ¥ = b, waarbij x de kolomvector is van de onbekenden en b 


de kolomvector is van de rechterleden. We komen nog terug op deze 
schrijfwijze van een stelsel bij het behandelen van de inverse matrix. 


Een stelsel vergelijkingen heeft niet altijd een oplossing. We kunnen drie gevallen 
onderscheiden: 

1 Het stelsel heeft precies één oplossing. 

2 Het stelsel is strijdig, dat wil zeggen, het stelsel heeft geen enkele oplossing. 

3 Het stelsel is afhankelijk, dat wil zeggen, het heeft oneindig veel oplossingen. 


In het platte vlak kunnen deze gevallen eenvoudig in beeld worden gebracht, zie fi- 
guur 4.1. De vergelijkingen zijn in deze figuur vergelijkingen van rechte lijnen. Het 
stelsel heeft één oplossing als de rechte lijnen één snijpunt hebben. Het stelsel is 
strijdig als de lijnen evenwijdig lopen en niet samenvallen, terwijl het stelsel onein- 
dig veel oplossingen heeft als de lijnen samenvallen. 
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Los op het stelsel € 2, — X + 3% = 9 
Oplossing 


Schoonvegen van de totaalmatrix leidt tot: 


ie Nn Ton 
(alb) = 2 o la. Io 3 5 
Bd | 0 8 £ 





0\ 3 
o); 
2 

















3 3 -3 BN 3 0 2 9 
— | 0 bi 1-4 {0 —3 5 9 1 
0 —12 9g 3 I 0 0 —11 |—33/ — 11 
3 0 29 T 3 0 0 3 
10 -3 518 IT — {0 —3 0 {—6 
0 0 3/ -5—2 0 0 1 3 
Het bijbehorende stelsel luidt: 
3x, = 3 
— 3x, = —6 
X% = 3 
j 1 | 
Oplossing: X = | 2 |. Het stelsel heeft dus precies één oplossing. 
3 


Bij het schoonvegen van de totaalmatrix hebben we het (lastig) doorrekenen met breuken ver- 
meden, door bij de tweede totaalmatrix de eerste vergelijking met 3 en de derde vergelijking 
met — te vermenigvuldigen. Dit verkleint de kans op het maken van fouten en het is aan te beve- 


len te rekenen met gehele getallen in de totaalmatrices. 
E 


Kit X3 t X ~= 4 
Los op het stelsel 4< 3% + 2, - X% = 1 
AO OTe Xas o 
Oplossing 
a Toi 1 4\ —3—3 1 1 1 4 T 
(Alb) = I? A in ib 4 il] ?1 
3 1 5 10 | 0 —2 —8 |-—22/ | 
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Meer kolommen zijn er niet schoon te vegen zonder de reeds verkregen schoongeveegde kolom- 
men te verstoren. Het stelsel dat overblijft is: 


X4 — 3X, = -I 
Xo 4x, o 


Dit stelsel bestaat uit twee vergelijkingen met drie onbekenden. In dat geval heeft het stelsel 
zoals we zullen zien oneindig veel oplossingen. Deze oplossingen kunnen we vinden door bij- 
voorbeeld x, en x, in x, uit te drukken, x, wordt dan wel een vrije variabele of een onafhan- 


kelijke variabele genoemd. Het resultaat is: x, = —7 + 3x, en x, = 11 — 4x, 
Stel x, = œ, waarbij œ € R‚danisx, = —/ + 3a enx, = 11 — 4a. Anders geschreven: 
—l + 3a —7 3 
x- | 11-42 |=| 11 | tel =4 |. waarbij we R. 
& 0 1 


Het stelsel heeft dus oneindig veel oplossingen. De verkregen oplossing wordt de a/gemene 
oplossing genoemd. 





Xj + My = 5 
Los op het stelsel 9 —3X, + 2x —8 
A DG —6 
Oplossing 
, H 5 SNZ 1 95 T 5 5 
(ALB) = ren nnl: 
—2 1 1-6/ 1 0 17 4/1 0 0 {—3 
Van het bijbehorende stelsel luidt de laatste vergelijking: 
Ox, + 0x, = —3 
Hier kan geen enkele waarde van x, en x, aan voldoen. Conclusie: het stelsel is strijdig. 
T 


X I et Zp = 0 
Gegeven het stelsel 2 PD% t X% å = 2 
Tp 2X% l 2x, ~ P3 


Voor welke waarde(n) van p heeft het stelsel 
a precies één oplossing? 

b geen oplossing? 

c meer dan één oplossing? 











HOOFDSTUK 4 


120 Matrices en determinanten 





Oplossing 
Schoonvegen van de totaalmatrix leidt tot: 


1—p 2 2ipd3/ | 
—1 2 2—p 0 
0 4-2 pP 3 Alps 
-l 2 2—p ON 
— 0 2—p 1 2 
0 Bn an aan 





Als p? — 3p + 2 Æ 0, dat is zo als p Æ 1 en p Æ 2, kunnen we de totaalmatrix verder 
schoonvegen en hebben we precies één oplossing. Voor p = 2 wordt de derde vergelijking in 
de laatste totaalmatrix: 

Ox, + 0x, + 0x, = 1, zodat het stelsel strijdig is voor p = 2. 

Voor p = 1 vinden we meer dan één oplossing, ga dit na! 

Samenvattend hebben we 

> één oplossing als p Æ 1 en p Æ 2; 

»> het stelsel is strijdig als p = 2; 

> het stelsel heeft meer dan één oplossing voor p = 1. 


4.2.1 Gauss-eliminatie 


Bij het oplossen van een stelsel vegen we van de totaalmatrix zo veel mogelijk ko- 
lommen schoon. Een iets andere methode is de Gauss-eliminatie. Deze methode 
wordt veel toegepast bij het numeriek oplossen van een stelsel lineaire vergelijkin- 
gen. Bij de Gauss-eliminatie worden alleen onder de diagonaal van de totaalmatrix 
nullen gemaakt. Daarna worden door terugsubstitutie de onbekenden bepaald. Bij 
deze methode kost het schoonvegen minder tijd, maar het substitutieproces daar- 
na kost meer tijd. 


Voorbeeld 16 Los op met behulp van Gauss-elimiminatie het stelsel 





It o A&A A ~ 1 
AA AX IG 6 
Oplossing 
a 2 —2 1\—1 3 1 2 2 1 
(Alb) = 1 ? ol?) l0 2 3] í 
3 2 I 6 1 0 4 5 97 | 
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Het stelsel dat overblijft is: 


Kr 2x, = 1 
X% t MX == —3 
A 
Uit de derde vergelijking volgt x, = —7. Dit wordt gesubstitueerd in de tweede vergelijking, 
waaruit volgt x, = —3 — 2x, = 11. De eerste vergelijking levert op 
Xi l-2 ee 5. 
En 
Opdracht 
Los met behulp van Gauss-eliminatie het volgende stelsel vergelijkingen 
op: 
2Xj + 3% + XZ = -2 
Xi — 4% — 2% = 3 
Sh PP 2 =- OH = =Z 


Stelsels vergelijkingen oplossen met behulp van Maple 


Een stelsel vergelijkingen kan eenvoudig worden opgelost met behulp van het be- 
kende commando solve. Een andere manier is met behulp van commando’s bin- 
nen het pakket LinearAlgebra. Met behulp van het commando GenerateMa- 
trix kunnen de coëfficiëntenmatrix, het rechterlid en de totaalmatrix van een stel- 
sel vergelijkingen worden bepaald. Het commando GenerateMatrix 
(vergelijkingen, variabelen) levert de coëfficiëntenmatrix en het rechterlid op, ter- 
wijl GenerateMatrix (vergelijkingen, variabelen, augmented=true) de totaal- 
matrix van het stelsel levert. 

Ten slotte bespreken we het commando LinearSolve. Het commando Linear- 
Solve (A,b) lost het stelsel Ax = b op, hetzelfde wordt bereikt met het commando 
LinearSolve (totaalmatrix). 


We illustreren het een en ander met behulp van voorbeelden. 


2 KP + Z = 3 
Gegeven het stelsel $ x — 3y = —5 
2y + HZ = 4 


In onderstaande sessie laten we verschillende manieren zien om dit stelsel in Ma- 
ple op te lossen. Eerst met behulp van solve, daarna met behulp van Linear- 
Solve. 

> restarty 

>with (LinearAlgebra): 

>stelsel:={2*xtyt2*z=3, x-3*y=-5,2*y+5*z=4}; 


stelsel := {2x + y + 2z = 3, x — 3y = —5, 2y + 5z = 4} 


>solve(stelsel,{x, y, z}) ; 


2 57 16 


Z=; j} = 
t 317 31 31 


Ars (Eyr zZ]; 


var = heyz] 
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> (A,b) :=GenerateMatrix (stelsel, var); 
2 l 2 3 
Ab D= |l -3 0 —5 
0 2 9 4 
>A? D? 
2 L z 
l —3 0 
0 2 5 
3 
—5 
4 


> totmatrix:=GenerateMatrix (stelsel, var, augmented=true); 


>A Dj 
2 l 2 3 
totmatrix:= |l —3 0 —5 
0 2 5 4 
>xopl:=LinearSolve(A,b) ; 
16 
31 
xopl := 2 
31 
2 
3i 
>xopl:=LinearSolve (totmatrix); 
16 
3l 
xopi = i 
31 
5, 
31 
Vervolgens lossen we het stelsel 
oi = 3G + 2 = Kes 8 
2Xj + 3X3 + 4% _ Xs = 10 
= +t A + B = Xs = —7 


op met Maple. 
>stelsel:={5*x[1]-3*x[2]+2*x[3]-x[4]-2*x[5] =8, 
2*x[ll+3*x[2]r4*R[3l-x[5)=10, 

-=x [1] +7 *x [2] + x[3]-x[5]=-7}; 


stelsel := {5X, — 3x; + 2x; — X4 — 2X5 =D, + 3x + 4x3 — Xs 


> solve (gtelsel;{xI1];x(2];z2 3]; 4] alle 


93 23 4 17 17 4 
svardabs=lalil;xi2lsxlälrssldl,l81 14 
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>Totmat:=GenerateMatrixf(stelsel, variab, augmented=true) ; 


> (A, D) 
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AN == 


2 
o 
=l 


Totmat := 


3 
-3 
7 


2 
5 
—] 


4 
7 a 
1 


3 4 
—3 2 
Te i 


0 
l 
0 


=] 
—2 
—] 


0 
-1 
0 


:= GenerateMatrix (stelsel, variab); 


? 


—1 
—2 
—] 


>xopl:=LinearSolve (Totmat, free=’alpha'); 


Opgaven bij 4.1 


Los de volgende stelsels vergelijkingen op met behulp van het schoonvegen van de 


-- 


— 


totaalmatrix. 
n i 
X] 
3x 
b 
X1 
Xj 
c 2x, 
3X, 
3x; 
d 2x, 
Xi 
2X] 
e 3x; 
3x, 
2X 
f i l 
Ax, 
p ie 
2X1 
h 5x] 


3x3 
IX 


sn = 
T 3 

Ee 

a. 
zeA = 7 
a 2 2 
En + 2a 
33 2 3 


= g 
= 1 
= 14 
— 6x, = 2 
— 3%3 = —4 
— 6%3 + 34 = 
+ 2% — Ky = 
F X3 a 
+ XZ — Ky = 





10 
8 
= 


10 
8 
=ř 
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j DE == B -m =I 
T% — 7% — Kz — AX, = 7 
j 3x + 3%3 + x4 = 0 


Bepaal voor welke waarde(n) van p de volgende stelsels vergelijkingen precies één 
oplossing, meer dan één oplossing of geen oplossing hebben. 


l (p+2)x — 2 = Í 
3x — (P+Ix = P 
X% > X + (Pp+1)x;, = 1 
(pis — 6x + 6x3 = 2 
pl — % wi 5 
— 2 + (P-32 = p -l 
(2= p) = 2o + 3X3 = 0 
d Xj + (Lp) + X4 = 0 


Een persoon verdiende het afgelopen jaar €2675,- aan bijlessen, waarbij de vol- 

gende prijzen werden gehanteerd: 

e €25,- voor een half uur les; 

e €35,- voor een drie kwartier les; 

e €45,- voor een uur les. 

Hoeveel bijlessen van een half uur, hoeveel bijlessen van drie kwartier en hoeveel 

bijlessen van een uur zijn er in dat jaar gegeven, als ook nog bekend is dat: 

a lessen van een half uur twee keer zo weinig zijn gegeven als de andere lessen 
bij elkaar; 


b ertienlessen van een uur meer zijn gegeven dan lessen van drie kwartier. 


In figuur 4.2 is een netwerk getekend. Bereken de stroomsterkten 1, L, en L als 
U, =20V, U, = 30V, R] = 20, R = 50, Rs = 30,R; = 120, R= 109 en Ro = 60. 
Gebruik hiervoor de spanningswet van Kirchhoff. in elke gesloten stroomkring (een 
maas) is de som van de spanningen gelijk aan nul. 





EA ERE EN A Aaa 
N n si EE A 
2 pt NES A Di y 
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Figuur 4.3 


4.3 


4.3.1 
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Los de volgende stelsels op 





= F 5x + 3x, + 6x, = 
á IX) + 7X3 + y = 
4 + TX% + 5%, + 10x, = 
-AX — 6x, + 9x, + Il, = 
B = Xa + 2X3 + 2x, = 2 
b Xi =- 3G + X3 + 24 = 4 
4x, — 1649 + 2%3 + 2X4 = 3 
2 — Ok FF a + Ag = —l 
2 + OH + Ak + Zi + IA 
i A = 3o + y + 2 + B 
4 + 2 + 2 + A F IA 
XE — O5 t Zl + A + DX 


In figuur 4.3 is een netwerk getekend. Bereken de stroomsterkten J, I, I, I4, I5 en 
ię als U, =30V, U, =40V, Uz=20V en R =50, R,=100, R =80, 
R, = 159, R; =50, R; =7 9, R, =11 Qen R =13 0. 
Gebruik hiervoor weer de spanningswet van Kirchhoff: in elke gesloten stroomkring 
(een maas) is de som van de spanningen gelijk aan nul. 


Determinanten 


Aan een vierkante matrix kan een getal worden toegekend: de determinant van een 
matrix. De waarde van de determinant bepaalt onder andere of de inverse van een 
matrix (zie paragraaf 4.4) bestaat of niet. Verder spelen determinanten een rol bij 





het oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen. 


Determinant van een 2 x 2 - matrix 


ai Gijp 


Stel A is de 2 x 2-matrix A = ( 
22 


a21 


of det(A) wordt verstaan het getal a4] 45, — 421 442. 


} Onder de determinant van A, notatie |A|, 






= —11 


= 4 
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Voorbeeld 17 We bepalen de determinant van A = - De ) : 


i À 5 1 
N ett De 
u 
Opdracht a 
Bepaal de determinant van A = ( _3 13 ) 
Opmerkingen 


e Zijn de twee kolommen van A respectievelijk a,’ en a,’ , dan wordt 
de determinant van A ook wel genoteerd als det(a, , a ). 
et ig 


21 “22 
terminant wordt ook wel een determinant van de 2-de orde ge- 


e De determinant heet een 2 x 2-determinant. Deze de- 








noemd. 


4.3.2 Determinant van een 3 x 3-matrix 


Het bepalen van de determinant van een 3 x 3-matrix gebeurt in termen van deter- 
minanten van 2 x 2-matrices. We hebben hierbij het begrip minor nodig. 

Is A een 3 x 3-matrix, dan verstaan we onder de minor van het element aj, notatie 
M;;, de determinant van de 2 x 2-matrix die uit A ontstaat door de i-de rij en de j- 
de kolom weg te laten, waarbij i € {1, 2, 3} en j € {1, 2, 3}. 


Voorbeeld 18 
2 I| 6 


Gegeven A = | 4 2 4 
1 0 2 


We bepalen de minor van a,;. 
Oplossing 


De minor van a,, is determinant van de 2 x 2-matrix die uit A ontstaat door de 2-de rij en de 3- 
_de kolom weg te laten: | 





2 —1 
M3; = i 0 1 
IE 
Opdracht 
3 —4 -2 
Gegeven B= | 1 2 4 
2 0 —6 


Bepaal de minor van b,, en van ba. 
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Bij het element a, hoort de factor (— È . De tekens van deze factoren komen over- 
een met het ‘schaakbordpatroon’: 


+ — + 
} 
+ — + 
Wanneer we de factor Si vermenigvuldigen met de minor M;; ontstaat de co- 


factor van het element a;;. Deze wordt aangeduid met het symbool Aj: 
itj 
Ag = (-1) “My 


Opdracht 3 = =ð 
Gegeven B = t 2 i) 
2 


0 —6 





Bepaal de cofactoren van de elementen van de tweede rij van de matrix. 
We zijn nu in staat om de determinant van een 3 x 3-matrix te definiëren. 


Definitie 


(a dz a | 

Als A= | 4), a» 453 |, dan wordt |A| als volgt bepaald: 

d3; @32 ^33 

e Vermenigvuldig elk element van de j-de kolom (of de i-de rij) met zijn cofac- 
tor. 

e Tel de verkregen resultaten bij elkaar op. 

We noemen dit ontwikkeling naar de j-de kolom (of naar de i-de rij). In formule- 

vorm: 


3 3 nr 
|A| = > ajAij= } aj(-1) ’M‚: ontwikkeling naar de j-de kolom, waarbij 
== = 
]jJe{11,2, 3} 
of 
> 3 i+j 
A] = > ajAij = 2 a;(—1) JM: ontwikkeling naar de i-de rij, waarbij 
J= in 
ie {1, 2, 3}. 


Het maakt niet uit naar welke rij of kolom ontwikkeld wordt; in alle gevallen heeft 
|A| dezelfde waarde. 


—1 3 0 
Bereken de determinant van A = Zi Bi: 
T 4 -2 
Oplossing 
Ontwikkeling naar de eerste rij levert: 


-1 3 0 
2 1 ~3 
1 4 el 


— ek ale 








— l? 3:0- 221 
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Ontwikkeling naar de tweede kolom levert: 








—1 3 0 
An =d, B bl- oe 
1 4 -2 
~ -3934+220 = -2i 
En 
Opdracht 
3 2 4 
Bereken de determinant van A = | —2 l 3 | op twee manieren: 
l -5 —l 


eerst door te ontwikkelen naar de tweede kolom en vervolgens door te 
ontwikkelen naar de derde rij. 


De onderstaande eigenschappen gelden ook voor determinanten van n x n-matri- 
ces, waarbij n > 4 (zie paragraaf 4.3.3). De bewijzen worden achterwege gelaten. 


Eigenschappen van determinanten 

1 De determinant van een matrix A is gelijk aan de determinant van zijn getrans- 
poneerde. In formule-vorm: |A| = a” . Dit heeft tot gevolg, dat elke uitspraak 
over de kolommen van een determinant ook geldt voor de rijen van die deter- 
minant en elke uitspraak over de rijen ook geldt voor de kolommen. 

2 Als twee rijen (of twee kolommen) worden verwisseld, dan wordt de waarde 
van de determinant met —1 vermenigvuldigd. 


Voorbeeld 20 





3 $ 9 —3 -I 0 9 2 5 
I Z 2l- ] $ 2 4) — | 6 2 4 
0 4 5 9 2 5 —3 1 9 











Eerst hebben we eigenschap 1 en daarna eigenschap 2 toegepast. 


3 |AB| = |BA| = |A||B| 


Opdracht 
Gegeven A = dk en B = ak: 
5 Siel j Sa if 


Controleer eigenschap 3 door |AB|, |BA|, |A| en |B| te berekenen. 


4 Als de ene rij (of kolom) een veelvoud van een andere is, dan is de waarde van 
de determinant gelijk aan nul. Een bijzonder geval is een determinant met 
twee gelijke rijen (kolommen), de waarde van die determinant is dus gelijk 


aan nul. 
Opdracht OR af 
Laat eigenschap 4 zien door te berekenen |—3 0 2i, 
4 3 -2 


Welke rijen (of kolommen) zijn een veelvoud van elkaar? 
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A BEE Ee RR a A 
rt Se i € Fi al y: rj 
Voorbeeld 22. 





5 Wordt een kolom (of een rij) met een getal k vermenigvuldigd, dan wordt de 


6 De waarde van een determinant verandert niet als bij een kolom (of een rij) een 
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uitkomst van de determinant met dat getal k vermenigvuldigd. Deze eigen- 
schap kan worden gebruikt om een gemeenschappelijke factor uit een rij of 
een kolom te halen. 


3 60 9 
Gegeven |A| = |—1 2 2). 
0 4 53 








Haal zo veel mogelijk gehele factoren uit |A| en bereken vervolgens |A|. 














Oplossing 
-3 6 9 1 -2 -3 
A =i- 2 2 =(3) -1 Ż 2 
0 4 5 0 4 5 
1 —1 —3 
= (—3) -2| —1 1 2 
0 2 5 








= -6f |; EL DEDIT; Sir 


De laatste 3 x 3-determinant hebben we ontwikkeld naar de eerste kolom. 


D 


veelvoud van een andere kolom (of een rij) wordt opgeteld. Deze eigenschap 
kan worden gebruikt om een rij of een kolom schoon te vegen. 


3 5 4 

We berekenen de determinant van A = į —3 —2 1 | door 
1 2 3 

> het schoonvegen van de derde rij, 

> het schoonvegen van de derde kolom en 


> het schoonvegen van de tweede kolom. 


Oplossing 
Schoonvegen van de derde rij levert: 














3 a4 3J l 5 o’ 
ṢA 3 2 1 -3 8 10 En Gs 
T 3 1 0 0 
2 ë > 
8 — 

Schoonvegen van de derde kolom levert: 
3 5 4 T 5 13 0 15 13 

Al -1-3 2 BA 3- 3 ë 2 ] =- -o 
T1 2 3 | 10 4 0 
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Voor het schoonvegen van de tweede kolom vermenigvuldigen we eerst de eerste rij met 2 

_ Dan wordt volgens eigenschap 5 de waarde van de determinant met twee vermenigvuldigd, 
zodat we de factor ~ voor de determinant moeten paani om de waarde van de determinant 
niet te veranderen. — 


u onon 


Se - 
A 
en dn 

1 11 23 -~ 
=(=- 4 |= 70 -o 


Opdracht 
Bereken de determinant van voorbeeld 22 door het schoonvegen van de 
eerste kolom en door het schoonvegen van de eerste rij. 


Opmerking 

De meest in het oog lopende verschillen tussen bewerkingen met matri- 

ces en bewerkingen met determinanten zijn de volgende twee. 

l] Bij determinanten mogen we zowel rijen als kolommen schoon- 
vegen; bij totaalmatrices mogen alleen kolommen worden 
schoongeveegd. 

2 Wordt een kolom of een rij van een determinant met een getal k 
vermenigvuldigd, dan wordt de uitkomst van de determinant met k 
vermenigvuldigd. Wordt elk element van een matrix met een getal k 
vermenigvuldigd, dan wordt de matrix met k vermenigvuldigd. 


Determinant van een n x n-matrix 


Wat verteld is over determinanten van 3 x 3-matrices laat zich eenvoudig generali- 
seren tot determinanten van n x n-matrices. Is A een n x n-matrix, dan verstaan we 
onder de minor van het element Qij, notatie Mij, de determinant van de 2 x 2-matrix 
die uit A ontstaat door de i-de rij en de j-de kolom weg te laten, waarbij 
teil, 2, lt en fe {LE dik 

Bij het element a, hoort de factor (— 1)”. De tekens van deze factoren komen over- 


een met het schaakbordpatroon: 


-= = 





— =- 


tr tT | 


+ 
Wanneer we de factor (—1) ” vermenigvuldigen met de minor M;; ontstaat de co- 
factor van het element a,,. Deze wordt aangeduid met het symbool A: 


p 
Ap = (-1) 1M; 
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‚dan wordt |A| als volgt bepaald: 
An n2 ` Anm 


e Vermenigvuldig elk element van de j-de kolom (of de i-de rij) met zijn cofac- 
tor. 

e Tel de verkregen resultaten bij elkaar op. 

In formulevorm: 


n n "p 

|A| = X ajAij = 2 a; (—1)" M;j: ontwikkeling naar de j-de kolom, waarbij 
[== [== 

FEA 2 er did 


of 


n n m 

A|= DC ajA4j= } a; (—1)" M;;: ontwikkeling naar de i-de rij, waarbij 
Fl j=l 

LE Ale sath 


Op deze manier worden n x n-determinanten uitgedrukt in (n — 1) x (n — 1)-de- 
terminanten, die op hun beurt weer kunnen worden uitgedrukt in 

(n —2) x (n —2)-determinanten, enzovoort. 

Voordat we gaan ontwikkelen naar een rij of kolom vegen we deze rij of kolom eerst 
schoon, anders is het berekenen van een determinant omslachtig en tijdrovend. 


Bereken de determinant van A = s ] 3 g 


I 2 | 4 


Oplossing 
We vegen de derde kolom schoon: 
| 5 4 2 1 1 1 2 0 5 
A — 2 3 2? ? 3 | ? 3 1 2 
= 5 / 3 9 T i 2 0 3 
1 2 -~| 4 | 3 1 8 2 
I 2 5 T 2 0 9g 
=(—1)-1/1 Ż 3 T =(—1)|—-5 0 |= 
3 T 2) 2 2 3 l 














— nin] ~ 
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Determinanten berekenen met Maple 

Het berekenen van determinanten met Maple gaat eenvoudig. Als voorbeeld de vol- 
gende sessie: 

>with (LinearAlgebra): 


> A cos Matei {i [SB LG y [3r 9am Lr] y Larda Eh Ta =LA] p ry 
Arlldg 
s # Jő 6 
3 5 —11 9 
A= |7 13 -17 -19 
3 3% 7 9 


>Determinant (A) ; 
-104 


Opgaven bij 4.3 





Ka Bereken de volgende determinanten: 


1 —3 0 —4 —3 9 
a 0 2 2 d 2 —5 —2 

2 5 3 —5 4 3 

1 3 —5 L Z & 

b 2 1 —3 e 1 y y 

—Ì Fi —9 1 z zZ 

3 0 —4 t—1 —3 —l 
C 2 —7 3 f —] t+1 

4 —3 9 —] —2 


ZA Bereken de volgende determinanten. 


EE á FB 3 —1 4 2 10 
0 1 8 5 4 
2 U 3 1 
a e a 0 28 J 
3 2 —5 å 
3 3 E 9 0 0 01 5 
0 0 00 4 
dE 4 2 -1i ÖÖ 4 1 
s o Uas -1 6 2 4 3 
b d 0 8 -l l —2 
2 A 7 -83 
aS k d 0 1 1 2 —2 
l 7 2 6 2 
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De inverse matrix 


In deze paragraaf wordt de inverse matrix behandeld. De inverse matrix, kortweg de 
inverse, kan ondermeer gebruikt worden voor het oplossen van een stelsel van n li- 
neaire vergelijkingen met n onbekenden. 


Het bepalen van de inverse matrix 
De inverse matrix is als volgt gedefinieerd. 


Definitie 
e P . : =] +œ r 
De inverse van een vierkante n x n-matrix A, notatie A  , is een n x n-matrix zoda- 
. — — 1 r : B 
nig dat AA LALA = I. Als de inverse bestaat, heet de matrix inverteerbaar. 


Als we een matrix A“ hebben gevonden zodat AA | =I, dan is aan te tonen dat 
ook geldt A *A = I. Zoals we in paragraaf 4.1.3 hebben gezien is in het algemeen 
voor twee matrices het product AB niet gelijk aan BA. De commutatieve eigenschap 
geldt dus wel voor het product van A en A. 


Opmerkingen 

e Niet alle vierkante matrices hebben een inverse. Neem als voorbeeld 
de n x n-nulmatrix. Voor deze matrix geldt OB = BO = O # I voor 
elke n x n-matrix B. 

e Voor niet-vierkante matrices kan er geen matrix B = A`" bestaan zo- 
danig dat AB = BA = I, omdat zelfs als de producten AB en BA be- 
staan, dit matrices van verschillende afmetingen zijn. In deze para- 
graaf worden daarom alleen vierkante matrices beschouwd. 


Als de inverse van een matrix bestaat, dan is deze uniek. Dit is als volgt aan te tonen. 
Stel B en C zijn beide inversen van A, dan geldt er AB = BA = I en AC = CA = I. Er 
volet: B =B = (CAB = CAB] = CI = C. 


Als A! bestaat, dan heet de matrix A regulier, bestaat de inverse niet, dan heet A sin- 
aj 
gulier. Wanneer A`! de inverse is van A, dan is A de inverse van A“: A = (A!) 


Dit volgt rechtstreeks uit de definitie van de inverse. 


Een methode voor het bepalen van de inverse matrix demonstreren we met een 
voorbeeld. 


2 1 
Gegeven A = ( aj 


Gevraagd wordt nu een matrix 2 x 2-matrix A *, zodanig dat AA * = AA =1. 


Stel A“ = (2 i j| Uit AA * = I volgt: 
2 Ya 


2 1\(& H\_ /1 0 vaat 2Xj HA M t Ai (1 0 
3 AAN Mol AO LF 3x; +44 3y, +4) \O 1 
Dit levert de volgende stelsels op voor de kolomvectoren x en y van A*i 


2% + A = l nl + R =0 
3X, + 4% = 0 3y + 4 = 1 
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De twee stelsels hebben dezelfde coëfficiëntenmatrix, namelijk de gegeven matrix 
A. De twee stelsels lossen we gelijktijdig op. De totaalmatrix wordt nu gevormd door 
aan de twee kolommen de rechterleden toe te voegen. Op deze manier wordt (AJI) 
de totaalmatrix. 


2 O1 O\ 4 2 1| 1 0\5 
an= (5 aa 1 id e- JE r) 








o 10 5i 5 0 Ee 0 5-3 2 i 
Of—4 1/2 -5 0|—4 1 
5 0|j—4 1 n 1 O0 ge 
PR Ak S 5 + 
0 sla al du £ 
5 5 5 
De bijbehorende stelsels luiden nu: 
r let 
' ` en 9 
n s 3 me Ž 1 
2 5 2 5 A -i 
De oplossing van de twee stelsels is dus x = - en y = , zodat 
"e 2 
41 i 5 
s 5 5 ir A l 
A= ng: 
_3 2 1e >) 
5 5 


In de laatste verkregen totaalmatrix staat de eenheidsmatrix voor de verticale streep 
en de inverse matrix van A achter de verticale streep! 

Hiermee is een methode geïllustreerd voor het bepalen van de inverse matrix. Deze 
methode is: 


(A|I)vegen tot(I|A7}) (4.19) 


Bereken de inverse van A = ( 




















Oplossing 
[1] 2 dik 0 B -1 3 1 2 2 1 0A Ì 
(All) = 1 3 00 101i, — {| 0 2-1 1 0-2 —4 
3 2 110 0 1 l 0 4 5 0 1 
1 0 —6 3 2 0 1 0 —6 3 2 0 Î 
— |0 1 2 |—1 1 0]/3—1/0 3 6 |—3 3 0] 
0 0 —3 I -4 ] 0 8 7 -4 1/2 2 
1i p 0 | —11 6 —2 3 4 0 Di 18 -6 
— [0 3 0 11 —5 2 >10 3 0 11 —5 2 
0 0 —3 7 —4 1/ —1 0 0 3} —7 4 —1 
De inverse matrix staat achter de streep als we elke rij delen door de factor 3. 


B3 18 o 
We vinden a | — 1 T 56 2l 
3 7 4 l 
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5 —3 1 
Er is nog een methode voor het bepalen van de inverse. Deze methode is: 
Als 


Opdracht 3 i 3 
Bepaal de inverse van A = l l —l |) 


A1 A2 . . . Ain 
a a s Wes a 
21 22 2n 
A = à š ) 
Ani An2 ` On 


dan is de inverse van A gegeven door: 





T 
Ai Az Ed Aim 
ll l A21 A22 ETS Azn (4.20) 
det(A) : : . l 
Ari Az Am 


waarbij A, de cofactor is van het element a,;. Let op de T: de matrix van cofactoren 
moet getransponeerd worden. 


Wanneer we formule (4.20) nader bekijken, zien we dat de inverse van A alleen be- 
staat als det(A) # 0! We kunnen dus door het berekenen van de determinant van de 
matrix bepalen of de inverse bestaat. Hier komt de naam determinant dan ook van- 
daan. In opgave 5 van paragraaf 4.5 wordt gevraagd formule (4.20) te bewijzen voor 
een 3 x 3-matrix. 


1 2 —2 — 
We bepalen de inverse van A = ( 1 3 ) met behulp van de ‘cofactorenme- 
thode’ (zie ook voorbeeld 24). 3 2? I o- 


Oplossing 
We berekenen eerst de determinant van A: 


1 2? 2 


1 —1 -2 I 2? 

|A) = 3 0 | i 0 0 =- 7 CH = -3 

—3 -2 1 —3 7 ll | 

3 > 
Omdat [A| # 0 bestaat de inverse van A. 
We vervangen nu elk element van A door zijn cofactor. 

| 3 0 1 909 o | 3 o 

As ~ 11 l, 11 vooo | = 7 enzovoort 
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_ Dit levert de ‘cofactormatrix’ (ga dit na!): 


93 ll 7 
l8 5 —4 
6 2 1 


Vervolgens transponeren we deze matrix en delen door |A|. Dit levert de inverse: 


‚(3 18 6 
A | a ? 
3 I1 4 Il 
In het algemeen vereist deze methode meer rekenwerk dan de veegmethode. 
| | 5 
Opdracht $ J 3 
Bepaal de inverse van A = | 1 l —1 | met behulp van de cofacto- 
renmethode. 5 =3 d 


Berekenen van de inverse matrix met Maple 

In onderstaande sessie`\wordt geïllustreerd hoe de inverse matrix met Maple be- 
paald kan worden. 

>with (LinearAāAlgebra): 

A:S Matrixi [ [5r8 r40; 6]; [Se Order Ale IZA -1T LS]; 


[eie Tal 
5 8 —10 6 
3 5 —ll 9 
7 13 —17 —19 
Z 3 —7 9 

>Ainverse:=MatrixInverse (A); 

—31 —197 15 281 
26 26 13 26 
59 255 —21 —383 
52 52 26 52 


ds 








Al Ie 
Inverse (a 4 8 _19 
26 13 26 26 
5 15 —l =21 





52 52 13 52 
Controle van het antwoord: 


>Ainverse.A; 


1 0 0O 0 
0 1 0 0 
0 0 1 O0 
0 0 0 1 
>A.Ainverse; 
1 0 0 0 
0 100 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
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Orthogonale matrices 


Voor een bepaald soort matrices is de inverse eenvoudig te bepalen. Dit zijn de zo- 
geheten orthogonale matrices. Een orthogonale matrix A is een matrix waarvoor geldt 
A! =AÏ.De vraag is nu wanneer een matrix een orthogonale matrix is. 

Met A= (a, | a, |... la, ) geven we aan dat de kentallen van a, de eerste kolom 
van A vormen, de kentallen van a, de tweede kolom, enzovoort. De volgende stel- 
ling geeft aan wanneer een matrix een orthogonale matrix is. 


Stelling 

Een matrix A is orthogonaal dan en alleen dan als de kolomvectoren 
Aj» Ay, ..., A, eenheidsvectoren zijn, waarvan het inwendig product paarsge- 
wijs nul is. De kolomvectoren heten in dat geval paarsgewijs orthogonaal. In R° en 
RŽ staan ze dan loodrecht op elkaar. 

In formulevorm: A is orthogonaal & aj - aj = 0 voor i # j en [ag | = 1. 


ON IN WW 


De matrix A = is een orthogonale matrix, omdat de kolomvectoren een- 


wle WwIN GIN 
IND wi- wIN 


heidsvectoren zijn en bovendien paarsgewijs orthogonaal zijn. Ga dit na! 


De inverse van A is dus: 


I o? 
3 3 3 
A A — 2 
3 7/3 3 
2 i: 5 
3 3 3 
Opdracht 


Controleer dat A7! = Af door de inverse van A van voorbeeld 26 te be- 
palen. 
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Oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen met behulp van de in- 
verse 


Met behulp van de inverse matrix kan de oplossing van een stelsel van n lineaire 
vergelijkingen met n onbekenden verkregen worden. Dit gaat als volgt. 

Een stelsel van vergelijkingen kan geschreven worden als Ax = b. Als de inverse 
van A bestaat, dan vermenigvuldigen we het linkerlid en het rechterlid van 
Ax = b met A |. Dit leidt tot: 


— 


A? = b eA AR) =A be (ATA)R=A b eA b IAD 


Hebben we A`’ bepaald, dan kunnen we het stelsel oplossen, mogelijk voor ver- 
schillende rechterleden. 


Opmerking 

Als de inverse van de coëfficiëntenmatrix A bestaat, dan heeft het stelsel 
AX = b alleen de oplossing x = ALD. In paragraaf 4.4.1 hebben we 
geconstateerd dat de inverse van A bestaat als |A| # 0. Is |A| = 0 dan be- 
staat de inverse van A niet. 


Los het stelsel lineaire vergelijkingen L 
f Ax, TEA 3x, neen 2 
op met behulp van de inverse matrix. 


Oplossing 
Het stelsel is van de vorm Ax = b , waarbij A = < >? ) N= En ) en 


>- ba 


We berekenen eerst A |: 


an 0 5i a l ZA 
WT 2da u 20 in a na 


De inverse matrix staat achter de streep van de laatste totaalmatrix als we elke rij delen door 
de factor 5. 


: vv 11/2 3 o ar l 2 3 2 l 1 
We vinden A =H o o o Sa. 


HOOFDSTUK 4 


Matrices en determinanten 


Opgaven bij 4.4 






Bereken met behulp van de veegmethode de inverse matrix van: 


2 -1 3 
« (5 F d l1 A4 0 
3 —3 1 
3 =g 2 
e (5 ú) e 2 6 5 
li -8 7 
T 2 I O A 
G 8 A 
C 0 5 3 f 
ps Ø Z i 2 
3 1 Ø 


Bereken voor welke waarde(n) van p, p reëel, de inverse matrix bestaat van de on- 


DOO m 


derstaande matrices. Bereken bovendien de inverse matrix voor p = 0. 


E p— 1 —1 
a C A 5) b -l p-2 
Ss dp 2 1 


Bepaal met behulp van de ‘cofactormethode’ de inverse van: 


—-] 3 4 
0 5 2 
—2 0 1 


Gegeven is het stelsel: 


a Schrijf dit stelsel in de vorm Ax = b. 


2 
l 


pl 


b Bepaal de oplossing van het stelsel met behulp van de inverse van A. 


Gegeven is het stelsel: 
+ 2X5 + A3 
+ 23 + 2% 
+ 6% + Xx% = Ì 


| 
w A 


Schrijf dit stelsel in de vorm Ax = b. 


Los eveneens op: 
+ 25 + G 
+ A3 + 2 = -l 
+ 6y + %3 


| 
oo 


| 


È 
X1 
%1 
a 
b Bepaal de oplossing van het stelsel met behulp van de inverse van A. 
C 
Ë 
xı 
Xi 


Gegeven is dat A en B twee inverteerbare matrices zijn. Toon aan dat geldt: 


a (J-E 
e W 


c (AB) magm 
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Gegeven de matrix A = 
0 0 s= 
Wanneer is deze diagonaalmatrix inverteerbaar en wat is dan de inverse matrix? 


l l l 
NER IVZ i% 


Lā =l 6 

2 2 1 1 
Gegeven A= | f s en B = = 3 0 5 v6 

zva g 1 1 1 

a A A MA 


a Toon aan dat de matrices A en B orthogonaal zijn. 

b Bepaal de inverse van A en van B. 
l l l l 
p p+2 p+3 pta 


Gegeven de matrix A = p? (p + 2)? (p +3)? (p +4 


Pp (p+2° (p+3° +r 


a Toon aan dat de inverse van A bestaat voor alle waarden van p. 
b Bepaalde inverse van A. 


De regel van Cramer 


Een toepassing van determinanten is de regel van Cramer. Met deze regel kunnen 
stelsels van n lineaire vergelijkingen met n onbekenden worden opgelost. 

We leiden eerst de regel af voor een stelsel van twee vergelijkingen met twee onbe- 
kenden, daarna geven we zonder bewijs de regel voor een stelsel van n vergelijkin- 
gen met n onbekenden. 


Gegeven is het stelsel lineaire vergelijkingen: 
i axy + a% = bı 
AX + ay% = b, 


, , = m aj, a x 
Dit stelsel is van de vorm Ax = b, waarbij A = ( 11 u), X= ( 3 en 


P= (2) Ay A22 
b, jJ’ 


Met behulp van de eliminatiemethode vinden we: 


Ee + ap% = b Fr + Aj2452X3 = bja» 
AX + aX% = b, 422X; + Aap, = ba _ 


"A55 
' di2 








(a, 452 oe a> Ai) Xi = bi 45 — baj 
b, d» —b, 4,3 


Hieruit volgt x, = Al 


‚ mits |A| # 0. Voor x, vinden we 


_ Aub ajb 











Xa A L mits |A| # 0. Dit kan geschreven worden als: 
7 érg a b 
a 
x = 22 72| en x, =A 2% 


|A| 


Le 
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of als 


e= det( ba’) e= det (arb) mp 
|A| A] 


Formule (4.21) staat bekend als de regel van Cramer. In de teller van x, staat de de- 
terminant, die uit |A| wordt gevormd door de eerste kolom te vervangen door de ko- 
lom b van de rechterleden. In de teller van x, staat de determinant, die uit |A| 
wordt gevormd door de tweede kolom te vervangen door de kolom b van de rech- 





terleden. 
Opmerkingen 
e Indien |A| #0, dan is er precies één oplossing van het stelsel. Dit 
volgt rechtstreeks uit de regel van Cramer. (Zie ook de opmerking 
in paragraaf 4.4.3). 
e Indien |A| = 0, dan heeft het stelsel Ax = b, waarbij b a 0, óf 
oneindig veel oplossingen óf geen enkele oplossing. 
e Indien |A| = 0, dan heeft het stelsel Ax = o oneindig veel oplos- 
singen. Het stelsel kan nu niet strijdig zijn; een oplossing die al- 
tijd voldoet is immers ¥ = 0: de triviale oplossing . 
Deze opmerkingen gelden ook voor een stelsel met n vergelijkingen en n 
onbekenden. 
Voorbeeld 28 AO Los op met behulp van de regel van Cramer het stelsel: 
f AL xļ% $ 
BNL x S= À? 
Oplossing 
Dit stelsel is van de vorm AX = b, met A = ee be ko ie ) en b = o 
3 5 X) 2 


Met behulp van de regel van Cramer wordt de oplossing als volgt bepaald. We berekenen 
eerst de determinant van A: 
2 —1 


gs 


[Al = 








Omdat |A| # 0 is de regel van Cramer toepasbaar: 


(Ba) =| g 





— 32 en det( a’ D) = | 


De oplossing is nu 


det b a | 32 det( a}, b | 14 
XS = eN) = N 
|A| 13 |A| 


13 


Voor een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden 


fat + üg t = F iya = bi 


Ani ¥ı al An2 X2 q EER wir Annn = bn 


B HoorDsTuK4 
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luidt de regel van Cramer: 


— — 

det( br derde) det( Disb dd, 

p a ne TN (4.22) 
Al A| 
—> 
det B daria b ) 

eh, ed 

É |A] 


waarbij A de coëfficiëntenmatrix van het stelsel is. In de teller van x;, voor 

i = 1,2,...‚n, staat de determinant, die uit |A| wordt gevormd door de i-de kolom 
o 

te vervangen door de kolom b van de rechterleden. 


Voorbeeld 29 


Gegeven het stelsel à 2x, — X + 3x, = 9 
x o xX F kh ë 2 


Los dit op met behulp van de regel van Cramer. 


Oplossing 
Dit stelsel is van de vorm: 


Ax =b metA=12 -1 3) z ixiamnb 19] 


Met behulp van de regel van Cramer bepalen we de oplossing als volgt. 





















































1 —1 1 0 0 3 5 
A 12 I 3- 2 3 5 a _8 6 -22 
b —3 1 5 —8 6 
A 
1 E 
Omdat |A| # 0 is de regel van Cramer toepasbaar. 
ES OD 
det(b asa) 9 A 3 9? | =|; -o 
2 —3 1 2 —3 -2 
I > 
— Ga oo bD oaao 
deta bap) 2 d 3 ? 9 $ p= 
5; 2? 1 5 2 0 
1 — 
Jooo n o 
det(a7 a7, b) -12 19 -2 39 4 — 66 
5 3 ? 5 B 2 
€ 


Voor de oplossing vinden we: 


det| baj) 5 det aba 
Ke a X 
[A| Al 


Gn 


-= 2 enx = — = 
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In voorbeeld 15 hebben we een stelsel met een parameter onderzocht met behulp 
van de totaalmatrix. We kunnen dit ook met determinanten doen, zie de opmerkin- 
gen 1 en 2 van deze paragraaf. 





Voorbeeld aN Gegeven het stelsel 
“A l Zn Zep == 0 
2 mo l oo 2 
T pm r 2O F Xa P3 


Voor welke waarde(n) van p heeft het stelsel 
a precies één oplossing? 

b geen oplossing? 

c meer dan één oplossing? 


Oplossing 

We lossen dit probleem nu op met determinanten en totaalmatrices. 

Het stelsel heeft precies één oplossing als |A| # 0. Als JA) = 0 dan heeft het stelsel óf on- 
eindig veel oplossingen óf geen oplossing. 


2 2-pil pP —1 2 2—p 
JA] = 02 p 1 =| 0 2p 1 
1- p 2 2] 04- 2 od 











= {a Ze rpU ai 2p) } 


(1) (2 = p)(p? — 3p +4) — 2(2 — p) } 


Il 


ZE De 2o i) 


|| 


Het stelsel heeft één oplossing als |A| Æ 0, dit is zo voor p #1 A p #2. 

Voor p = 1 en p = 2 onderzoeken we met totaalmatrices of het stelsel strijdig is óf oneindig 
veel oplossingen heeft. 

Voor p = 1 luidt de totaalmatrix: 


— l1 2 1l0\ Tr IIo 11l \ 
a o 0 Dtp} e: 01 12 
0 2 IA l 00 0 g 








Voor p = 1 heeft het stelsel oneindig veel oplossingen. 
Voor p = 2 luidt de totaalmatrix: 


0\ l l? 0 
2 > 01i 1 
5) | 00 2 


o 2 D 
o 


Voor p = 2 is het stelsel strijdig. 


0 
2 
5 





| (12 9 
2 | 00 ] 
| 00 0 
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Opgaven bij 4.5 





Los op met behulp van de regel van Cramer 


a 3% + Xx = A 
Xj — 45 = 4 
2x + % = g 
3x3 z 5X3 — X4 = 2 
; — = ğ 5 ef 
2a Gegeven is het stelsel a Aa 3 
X] in Xo + 2X3 <= 3x4 == 2 


Toon door het berekenen van een determinant aan dat het stelsel precies één op- 
lossing heeft en bereken x4. 


(2-p)xņ; — 2y + 343 = 0 
ER Gegeven is het stelsel xy + (1-p); + Xa = D 


Voor welke waarde(n) van p heeft het stelsel 

a precies één oplossing? 

b geen oplossing? 

c meer dan één oplossing? 

Onderzoek dit met behulp van determinanten en totaalmatrices. 


an Gegeven is hetstelsel < PA, + X, — Hz = =3 
a T Ph = = g 


a Voor welke waarde(n) van p en q heeft het stelsel 
e precies één oplossing? 
e meer dan één oplossing? 
e geen oplossing? - 
b Neem p = 2 enq = 1 en bereken x, met behulp van de regel van Cramer. 


Ea Gegeven is de matrix: 
dij Giz Giz 
A= | ay An 423 
A31 A32 33 
Bewijs met behulp van de regel van Cramer: 
p" 1 Anr Ai Aj 


mr |g Sos Aas 
A A31 A32 A33 





« 


iis” er ee Ee. a 
ail x Y ~ | 5i 
n - vj; i | Tt 
_HOOFDSTUK4 
# a Tt | A Tent l vlet, 
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Gegeven is het stelsel: 


5w — B +  — OH — y = g 
2% + 3% + 4x, + BX, — 4X% = 10 
A FE +t Kz +F My — Ug = —/ 
2x% — 4% — 2% + 3%; = 13 
10x; + 33 — Mg + 7% = 3 


Bereken x, en x, met behulp van de regel van Cramer. 
4.6 Lineaire (on)afhankelijkheid, basis en coördinatentransformatie 


4.6.1 Afhankelijkheid en onafhankelijkheid 


In een plat vlak noemen we twee vectoren d en b afhankelijk als a en b op de- 
zelfde drager liggen en onafhankelijk als ze niet op dezelfde drager liggen. De be- 
grippen afhankelijkheid en onafhankelijkheid zullen we generaliseren voor een 
stelsel van n-dimensionale vectoren. 


Definitie 

Het stelsel vectoren a = { a; , a, ,..., äg } in R” vormt een lineair onafhankelijk 
stelsel als de vectorvergelijking o} a,’ +a, dj +... +ap ap = 0 alleen de triviale 
oplossing a} = a, = ... = 0 heeft. Als minstens één a; # 0 dan heet het stelsel een 


lineair afhankelijk stelsel. 


T 5 z z Ey T F PITE: 3 z 
E EN Š N-R All 4 

21 KL 

Voorbeeld31 





1 0 0 
De vectoren e7 = { 0 |,e; = | 1 | ene; = | 0 | vormen een lineair onafhankelijk 
0 0 1 


stelsel in R°. Dittonenwealsvolgtaan. 


——> 
Stel a€; + ae, + 383 Sa 





1 0 0 0 ay 0 
Uta, | 0 | +a, { 1 | +azf 0 | = {0 | volgt | a, | = | 0 f,zodat 
0 0 1 0 Q3 0 
ay = ay = Q = 0. 
Voorbeeld 32 | B 
In R*zijngegevendevectorena, <13 ‚a, = | 0 j| ena, = | 9 |.Onderzoekof deze 
1 2 0 


vectoren een onafhankelijk stelsel of een afhankelijk stelsel vormen. 


Oplossing 
= mr 
Uit a aj + aa, + Oly A3 — 0 volgt het stelsel vergelijkingen: 
3a, + Jaz = 0 


Il 
o 


a F Za, 
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Schoonvegen met de totaalmatrix van het stelsel leidt tot: 


T 0 0\ -3 10 3 B 
30:90 i1410 0 0/0 
T2 00 1 2 00 


Hieruit volgt dat a, = œ, = az = 0 niet de enige oplossing is; het stelsel heeft oneindig 


veel oplossingen (twee vergelijkingen met drie onbekenden). Neem bijvoorbeeld œ} = 6, 


dan is œ, = —3 en œ, = —2. We hebben dan 6a, — 3a, — 2a}; = 0, ofwel 
I- ta + saz: De vectoren a}, a, en a; vormen dus geen onafhankelijk stelsel. 
E 
Opdracht 
l 1 1 
Gegeven a, = | 3 |, a, = | 2 | en az = | —1 |. Onderzoek of deze 
3 1 —5 


vectoren een onafhankelijk of afhankelijk stelsel vormen. 


Basis 


en a ” 
In Rĉ is iedere vector d = ($ ) uit te drukken in de onafhankelijke vectoren g; en 


2 


— 


e): 


— a 1 0 — = 
dg H =a (5) +a (1) = A4; +432, 


We noemen het stelsel e = {e7,e; } daarom een basis van R°. Omdat R° een basis 
heeft bestaande uit twee vectoren, noemen we R° twee-dimensionaal. Er zijn on- 
eindig veel stelsels van twee vectoren, die in R? een basis kunnen vormen. De vec- 
toren die de basis vormen worden basisvectoren genoemd. 

Het begrip basis van R” wordt als volgt gedefinieerd. 


Definitie 
Een basis van R” is een onafhankelijk stelsel vectoren met de eigenschap dat iedere 


vector uit R” uitgedrukt kan worden in die basisvectoren. 


De volgende stelling is belangrijk bij het onderzoek of een gegeven stelsel een basis 
vormt. Het bewijs laten we achterwege. 


Stelling 
Elk stelsel van n onafhankelijke vectoren in R” is een basis van R”. 


Met een determinant kunnen we eveneens aantonen of een stelsel een basis is van 


een ruimte. Dit gaat als volgt: het stelsel { a; ‚a ,..., a, } van n vectoren in R” 
. > —> —> 
vormt een basis <> det{ a, ‚a, ‚a, } #0. 
Opdracht 


Toon deze bewering aan. 








Ey Ee Ie Yy ej io g j7 
Voorbeeld 33 





Voorbeeld 34 
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In R” vormte = {e„e,,...,e. \eenbasis.We noemen ditde natuurlijke basis van R”. 
1762 n / 


In Rf zijngegevendevectorenu, = o) enU, = o 


Controleer dat het stelsel u = Tu b} een basis is en druk de vector Es) uit in u, en 


--——> 
uz. 


Oplossing 

Het stelsel bestaat uit twee vectoren en vormt dus een basis als het stelsel onafhankelijk is. 
—— 

Uit a, u, + a,u, = 0 volgt het stelsel vergelijkingen 


Za fo 0 
at 3%, > B 


met als oplossing œ} = a, = 0 (ga dit na!), zodat het stelsel onafhankelijk is en een basis 
vormt. 

We kunnen eveneens met een determinant aantonen dat het stelsel een basis vormt: 

2 4 


det(u; u; ) 7] 3 





|= 10 


Omdat det(u, ‚u, ) # 0 is het stelsel een basis. 


De vector a) is nu te schrijven als o] = Ó4 u; + 0, u, Dit leidt tot het stelsel 
1 


Zn 
T t 3} 
. 3 1 n. 93> l 
met als oplossing 6} = 3 en 8, = 7 (ga dit na!). Er geldt dus: l 3" Ka 7 u, 


In voorbeeld 34 noteren we het resultaat ook wel als ( > ) - , waarbij de in- 


e 


DO lm NIW 


u 
dex e en de index u aangeven dat de kentallen respectievelijk ten opzichte van de 
basis e = {ej ,e, } en de basis u = { u; , u, } zijn. 


Afspraak 
De kentallen van een vector geven we ten opzichte van de natuurlijke basis, tenzij 


anders vermeld. Zo betekent Y = ( 4 i Wk 35. 


Elke vector in R” kan op één manier geschreven worden als een som van de basis- 
vectoren van een basis van R”. Dit is als volgt te bewijzen. 


Stel a= {a , a ,...,&āņ, } is een basis van R” en dat voor xe R” geldt: 


n n 
xX = `` xa. Veronderstel dat tevens geldt X = $ y;a;. We moeten nu aantonen 


i=l i=] 
y; = X; voor i = 1,2,...‚n. 
Er volgt: 
wei n n n 
0 = Ha NGT (ya 
i=l {=]1 (=l 
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Omdat het stelsel a een onafhankelijk stelsel is, volgt er y; = x; voor i = 1,2,...‚n. 
Opdracht 
l 0 
In R° is gegeven a = { a, ‚4, ‚43 }, waarbij a, = | 0 |, a; = |1 
3 1 3 
en az =| 2 
—l]l 
Toon aan dat het stelsel a een basis is en bepaal de kentallen van 0 
—3 


ten opzichte van deze basis. 


4.6.3 Coördinatentransformatie 


3 
In voorbeeld 34 hebben we gezien dat ( 4 = - , waarbij u de basis 
e 2 
3 2/ u 
2 —4 i 1 2 Tt 
H : is. Van de vector et noemen we (1,3) de coördi- 
1 3 3Je |1 
27 u 


naten ten opzichte van de natuurlijke basis en (5 1) de coördinaten ten opzichte 
van de basis u. in 

Deze twee coördinatenparen kunnen als volgt met behulp van een matrix met el- 
kaar verbonden worden: 





3 
IN afa} 1/4) fa -aa 
3) a\lfTal af Al ajli 
2 
2 
| i In het bovenstaande betekent f nu niet e+. 
2 


2 4 
I 3 
kolom van deze matrix bevat de kentallen van u, en de tweede kolom de kentallen 


De matrix C = ( heet de overgangsmatrix naar een nieuwe basis. De eerste 


van u, , beide ten opzichte van de natuurlijke basis. 
We bekijken de transformatie van een vector van de natuurlijke basis naar een an- 
dere basis in het algemeen voor het platte vlak. Is b een nieuwe basis met basisvec- 


eel ae / 
toren b) = Fa en b, = Fa en a = (a) = (3) dan is 
bj; D»2 a Je Ao Jp 
n i) ($), ore 
21 ba á 


b 
b 
/ 
k ) met de overgangsmatrix C = (p al j; (4.23) . 
a, b), ba 
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Eveneens geldt 
/ 
(2) Nen t (4.24) 
a, d» 


Bepaal de kentallen van ) ten opzichte van de basis b = oo. waarbij 





Voorbeeld 35 


— 


x oo! hul i 
b ho enb) į | met behulp van de overgangsmatrix. 


Oplossing 

ha aes 2 —]1 
Omdat det (b; ‚b, | = | 4 di 3 Æ 0 is het stelsel b inderdaad een basis. De over- 
gangsmatrix is C = ( En De ). zodat C! = 8 ei (ga dit door berekening na!). 


We vinden voor de kentallen van de vector ten opzichte van de basis b: 


Er ek) 


Dus: 
Se 
e > b E 
Opdracht 4 
Gegeven is de basis v = { v; , v, }, waarbij vj = (3) en V, = E |! 


Bereken de kentallen van ( F ) ten opzichte van de basis v met behulp 
van de overgangsmatrix. 


Evenzo kunnen we in de ruimte of in R” op overeenkomstige wijze een overgangs- 
matrix vormen. We geven hier alleen de resultaten. 
Is b een nieuwe basis met basisvectoren 


/ 
b: biz In a 7 
iý bj | — bj» — bon az a> 
1 TT ? b, a ‚ » Db, = en a = . == , dan 
bn bo Din n e a), b 
/ 
a T pu bz bin 
az a , 21 22 2 
=G e , met de overgangsmatrix C = , a ij (4.25) 
An a, bu bz bn 
Eveneens geldt: 
/ 
“i a, 
a a» 
“legt 7 (4.26) 


al a 
n 
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Opmerking 

We hebben nu alleen de overgangsmatrix berekend van een nieuwe 
basis ten opzichte van de natuurlijke basis. Algemener kunnen we op 
overeenkomstige wijze de overgangsmatrix bepalen van een nieuwe 
basis ten opzichte van een oude basis, die niet de natuurlijke basis is. 
We gaan hier niet nader op in. 


Opgaven bij 4.6 


Onderzoek of de volgende stelsels een basis zijn van de bijbehorende ruimte. 


a : 2 1 0 
a apio C 3 ht -l l[i 1 
0 2 3 
1 0 3 1 
l 1 =i 
b -2 Jf a f el d 2 5 , Be l m 
5 a i 0 EN l 5 
i 2 0 1 


mnd 
De vectoren 4, b en c vormen een onafhankelijk stelsel. Toon aan dat de vectoren 


ns 


DT Te — Ei =$ PA 
a — b, d+ b en2a +3b — 4c eveneens een onafhankelijk stelsel vormen. 


3 —2 —2 
Gegeven de vectoren v; = | 0 |, v, =| 3 |env3=l 1 
—4 0 


a Bewijs dat v = {v} , v, , vz } een basis is van RÌ. 
b Bereken de overgangsmatrix C en de inverse C ze 


4 0 
c Bepaal de kentallen van | —2 | en van o) ten opzichte van de basis v op 
2 l 


twee manieren: met behulp van de overgangsmatrix en door het oplossen van 
een stelsel vergelijkingen. 


l l —1 

ei Li a -1 | — -1 ne 0 

Gegeven de vectoren u, = j p i% = i p5 | | en 4 = 0 
l l 2 —3 


a Controleer dat u = { u’, U, , Uz , Uy } een basis is van Rĉ*. 


4 2 
b Bepaal de kentallen van E en van z ten opzichte van de basis u. 
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Eigenwaarden, eigenvectoren en diagonalisering 
Het berekenen van eigenwaarden en eigenvectoren 


De begrippen eigenwaarden en eigenvectoren spelen een belangrijke rol in toepas- 
singen van de matrixrekening in de techniek. Een toepassing van eigenwaarden en 
eigenvectoren wordt gegeven in hoofdstuk 7. 


Van een gegeven n x n-matrix A bekijken we de vergelijking 


AK = AK (4.27) 


Een oplossing van (4.27) is altijd x = 0: de triviale oplossing. Een waarde van à 
waarvoor geldt dat Ax = Ax een oplossing X # 0 heeft, noemen we een eigen- 
waarde van de matrix A. De corresponderende oplossingen x # O heten de eigen- 
vectoren van A behorend bij die eigenwaarde À. 

We geven eerst een voorbeeld voor het berekenen van eigenwaarden en eigenvecto- 
ren van een 2 x 2-matrix, daarna geven we aan hoe we ze berekenen in het algeme- 
ne geval. 


Gevraagd de eigenwaarden en eigenvectoren van A = i l 


Oplossing 
De eigenwaarden zijn de oplossingen van de vergelijking (4.27): 


Ere 3 2 X4 — X] 
Ax Ax = (4 o o) 


Uitschrijven leidt tot het stelsel vergelijkingen: 


3x, -+ 2X, — ÀX] 
ofwel 
f de Soak l (4.28) 


Het stelsel (4.28) kunnen we schrijven als: 


4 BÀ He 0 
- o arno Ll 9 - 
en dit is van de vorm (A — AI) x = 0. Hierbij is | de eenheidsmatrix 1 ) we zijn 
> 
nu alleen geïnteresseerd in oplossingen X # 0. 


In paragraaf 4.5 is opgemerkt dat de vergelijking A xX = 0 oneindig veel oplossingen heeft 
_—> —> 
als |A| = 0. Hieruit volgt dat de vergelijking (A — Al) x = 0 oplossingen x # 0 heeft 
X 


als JA — Al| = 0. Als |A — All # 0, dan heeft (A — AI) xX = 0 alleen de oplossing 





x Û 
De determinant van A — Al is: 
3 — à 2 2 
IA — All = 45 =(3—A)(bB—A)—-8 = —8A HT 
De vergelijking |A — Al} = 0 is een vergelijking voor À en heet de karakteristieke vergelij- 


king van À. 
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Oplossen van |A — Al = Adf geeft A, = 1 en A, = 7. Dit zijn de eigen- 
waarden van A. Vervolgens bepalen we eigenvectoren bij elke eigenwaarde. 
De eigenvectoren bij eigenwaarde A, = 1 vinden we door A = A, = 1 te substitueren in 
stelsel (4.28). Dit geeft het stelsel vergelijkingen: 
i w% t% 0 

Ax + 4x, = 0 


Dit stelsel bestaat in feite uit één vergelijking x, + x, = 0 en heeft dus oneindig veel oplos- 
singen. 
Kies xų = œ, met œ € IR,danisx, = —a,zodatde algemene oplossing is: 


TORS 


: - - 1 
Een eigenvector is nu bijvoorbeeld v} = 


—1 

Substitueren we À = A, = 7 in stelsel (4.28) dan vinden we de eigenvectoren bij eigen- 

waarde À,. Het stelsel wordt: 

i AA rr; l 
Ak ~ 2% 0 


Ook dit stelsel heeft oneindig veel oplossingen. We kunnen dit stelsel herleiden tot de verge- 
lijking 2x, — x, = 0. 
Kies x, = «, met œ € R,danisx, = 2a,zodatde algemene oplossing is 


r= (2) =C) 


Een eigenvector is nu bijvoorbeeld Y E 
bij eigenwaarde A, : 


PORORORS 


Na dit voorbeeld gaan we het berekenen van eigenwaarden en eigenvectoren in het 
algemeen bekijken. 
Uitschrijven van de vergelijking Ax = Ax (formule (4.27)) levert: 


1 : 
2) We controleren dat W een eigenvector is 


Ai A2 Ain X1 X] 

d) A22 Mn Xz Xz 
l , À Z À 

An 4,2 Ayn Xn Xn 


Uitwerken levert het stelsel: 


AIX + Qð? + e + ainn = AX] 
Aiki + Ag% + >> + Ann = AX% 
Ani + Ap + © + Annn 7 AX, 


Dit is om te werken tot: 


(ay =A) + Ars T e + Ann = 0 
AX + (a = A) x2 a OT Ann = 0 (4.29) 
Anı Xi P An2 X2 go en p an — ANE = 0 
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Dit stelsel is van de vorm (A — AI) x = O. Hierin is I de n x n-eenheidsmatrix. 

Als de inverse van de coëfficiëntenmatrix A — AI bestaat, dan heeft het stelsel (4.29) 
alleen de oplossing x = O. In dat geval is er geen eigenwaarde. Als de inverse van 
de coëfficiëntenmatrix A — AI niet bestaat, dus als |A — AI| = 0, dan heeft het stelsel 
naast de triviale oplossing x = 0 oneindig veel oplossingen. In dat geval levert het 
stelsel wel eigenvectoren op. 

De determinant |A — AI| is uitgeschreven een n-de graads veelterm in A en deze 
wordt de karakteristieke veelterm van A genoemd. De n-de graads vergelijking 
[A — A1| = 0 wordt de karakteristieke vergelijking van A genoemd. De oplossingen 
van deze karakteristieke vergelijking zijn de eigenwaarden van A. Er zijn in totaal n 
oplossingen A, ‚A, ...‚À, (reële, complexe en meervoudige oplossingen meegere- 
kend). 

De bij een eigenwaarde behorende eigenvectoren worden gevonden door de betref- 
fende waarde van te substitueren in het stelsel (4.29) en vervolgens dit stelsel op te 
lossen. Het stelsel heeft dan altijd oneindig veel oplossingen. 

We kiezen er dan een bepaalde eigenvector uit, vaak één met gehele kentallen of 
met lengte 1, en bedenken hierbij dat ook een willekeurig veelvoud van die vector 
een eigenvector is. 

Aan het berekenen van complexe eigenwaarden en eigenvectoren besteden we 
geen speciale aandacht; dit gaat op dezelfde wijze als bij het reële geval. 


Samenvatting 

De eigenwaarden van een matrix A zijn de oplossingen van de karakteristieke verge- 
lijking |A — A1] = 0. De bij een eigenwaarde behorende eigenvectoren worden ge- 
vonden door de vergelijking (A — AI) x = © na substitutie van die eigenwaarde op 
te lossen. 


Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van À = - | 

Oplossing 

De eigenwaarden zijn de oplossingen van |A — AI| = 0. Er volgt: 
3— À 0 

2 | = (3 — A)(1 + A), 

zodat de eigenwaarden van A zijn: A = A, = —lenA\= A, =d. 

De bij deze eigenwaarden behorende eigenvectoren vinden we als volgt. Voor A = A, = —1 

gaat de vergelijking (A — Al) x = 0 over in: 


2 o)() lo) ria = 0 


Hieruit volgt x, = 0 en x, = a, meto € R. 


0 = JA — Al| = 








HOOFDSTUK 4 


154 Matrices en determinanten 





De algemene oplossing is: X = & ( ) . We kiezen y - o (Een willekeurig veelvoud 


van Vy is dus ook een eigenvector). 
Voor A = A, = 3 gaat de vergelijking (A — ADX — 0 over in: 


0 0 Kr AU L — 
4) (CE) = (0) 2 a =O =D 


2 
Kies x, = aœ, met œa € R,danisx, = 2æ,zodatde algemene oplossing is X = al l 


1 
We kiezen v, = Hal 


We hebben in dit geval twee verschillende reële eigenwaarden en twee onafhankelijke ei- 


genvectoren. 
B 


Voorbeeld 38 


1 2 3 
Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A = í —1 4 s) 





























1 —2 —1 
Oplossing 
De eigenwaarden zijn oplossingen van 
1—à 2 —1 1—à 2 3 
0 = |A- All = —1 4 — A 3| Ll =i24A 2—A 0 
1 —2 —1 — A 1 —2 —l — A 
1 — À 2 3 T-A 3— A 3 
A) 1 Ol Zee 0 0 
1 —2 1 —A 1 -1 —1 — A 
1 zee 
e-a? 4 ze = (2 — A{(3 — A1 — A) +3} NE 


zodat de eigenwaarden van A zijn: A, = 0 en A, = A; =2. 
Voor A = A, = 0 wordt het op te lossen stelsel: 


Ki 2x, + 3X, ~ D 
X I 4x, + 3X, = p 
I 2x, — X%  = 0 


Schoonvegen met de totaalmatrix van het stelsel leidt tot: 


2 3 0 -I 1 2 3 0 1T 2 3 0 T 
=| 4 30]. — |0 6 60] -10 1 10] 
1 —2 —1 [0 l 0 —4 —4 0 0 10/ ~I -2 











7T 0O T0 
>10 0070 
0 1 i90 


Het stelsel behorend bij de laatste totaalmatrix: 


En de Xa 0 
U P G 0 





|l 





Der Mn, ý 


MERE ph Ii: id; 5 s i [ 
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Kies x, = a, met œ € R,danisx, = —aenx, = —a,zodatde algemene oplossing is: 


—1 
Kal sl 
1 
—1 
We kiezen V} = | —1 
1 


Voor A, = A, = 2 wordt het op te lossen stelsel: 


X FA I 3x, = 0 
XA TFAA TX ~- 
I 2X; — 3X, = 


Na schoonvegen van de totaalmatrix houden we één vergelijking over, namelijk 
xj — 2X% — 3x, = D. Kies x, = a en x, = Ø, met a, € R,danisx, = 2a + 38engeldt 
voor de algemene oplossing: 


7 3 
x alli? |0 
0 1 
2 3 
We kiezen vV, = | 1 | env; = | 0 
0 1 


Deze twee eigenvectoren bij A = A, = À, = 2 zijn onafhankelijk. 
We vinden nu twee verschillende eigenwaarden en drie onafhankelijke eigenvectoren. 


Opdracht i A i 
Bepaal de eigenwaarde(n) en eigenvectoren van A= | 4 —5 2 
2 —2 0 


4.7.2 Diagonalisering van vierkante matrices 


Het zal blijken dat met diagonaalmatrices het rekenen eenvoudig is. We bekijken 
diagonalisering eerst voor willekeurige vierkante matrices en vervolgens voor sym- 
metrische matrices 


Willekeurige vierkante matrices 


We hebben in voorbeeld 36 gezien dat de matrix A = $ 4 de eigenwaarde 


A, = 1 heeft met de gekozen eigenvector v; = E ) en de eigenwaarde à, = 7 
met de gekozen eigenvector v, = (a) i 
We vormen met beide gekozen eigenvectoren een nieuwe matrix V = (v, |v; ). 
Met deze schrijfwijze drukken we uit dat de kentallen van v, en v, respectievelijk 


de eerste en tweede kolom van matrix V vormen. 


nr i 1/2 —1 . 
v= (HIA) = (ij > zodatv =i |) (@a dit nad. 
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We berekenen het matrixproduct VAV: 


Carmil DG 5) 2) 
sG DGH) 
(o 7) = 1) 


We vinden dat V “AV de diagonaalmatrix D oplevert met op de hoofddiagonaal de 
eigenwaarden! We zeggen dat de matrix A diagonaliseerbaar is. 

Deze uitkomst is heel nuttig. Met diagonaalmatrices kunnen we namelijk heel ge- 
makkelijk rekenen. Het bereikte resultaat is een toepassing van de volgende stelling. 


Stelling 

Een n x n-matrix A is diagonaliseerbaar dan en slechts dan als deze n lineair onaf- 

hankelijke eigenvectoren 1; , V> ,..., U, bezit met de bijbehorende eigenwaarden 

A7 „Ag . 7.o 

Ais Y = (0 | m |. | Pa \ dan is: 
A, 0 0 

, G A … Ü 

V AV = D= , , , (4.30) 

0 0 A 


Niet elke matrix is diagonaliseerbaar. Vinden we namelijk niet n lineair onafhanke- 
lijke eigenvectoren van een n x n-matrix, dan is deze niet diagonaliseerbaar. 

De volgende stelling doet een uitspraak over de lineaire onafhankelijkheid van ei- 
genvectoren. 


Stelling 
Als de eigenwaarden A, ,A3,...,À„ van een matrix verschillend zijn, dan zijn de cor- 
responderende eigenvectoren lineair onafhankelijk. 


Als een matrix A diagonaliseerbaar is, dan zijn machten van A op eenvoudige wijze 
te berekenen. Uit VAV = D volgt na beide leden links te vermenigvuldigen met V 
en rechts met V`}: 

VAV =D> V(vAav)v™ =vDv"! 


EE (v v )a(v Vv) — VDV”! 
A= VDV! 


Kwadrateren van de matrix A geeft dan: 
4 =(vpv*)(vpv!)=vp(v'v)pv =vpPv 


We zien dat V en V`! nog steeds in het product voorkomen, maar dat D tot de 
macht 2 is verheven. D is een diagonaalmatrix, zodat D? heel eenvoudig berekend 
kan worden. 


Opdracht Aà 0 0 
Bereken D’ alsD= | 0 A, 0 
0 0 % 
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Uit A = VDV"! volgt 


HP die (vp? v=) (vDv™) 


syp vr 


Zo doorgaand vinden we 


A = YDY voor ne N* 


waarbij V = (v; | v |... |V, ) en D de diagonaalmatrix is met op de hoofddiago- 


naal de bij de eigenvectoren behorende eigenwaarden. 






In voorbeeld 36 vonden we voor de eigenwaarden en eigenvectoren van A = ( 


à  Imth ~ a) en à, = 7 met v, = ) zodat 


Ee 


T? i 1 0 — 
vnl a Ja 


Vervolgens berekenen we A", waarbij n = 1,2,.... 


no umul uo | 1 1 1 0 2 
A Wyo ~ a o 
TY l Tia? ThI 2: 
Bet ZZ l B 


Wanneer we bijvoorbeeld AS willen berekenen, hoeven we in het bovenstaande slechts 


n = 8 in te vullen. 


Opdracht 1 a 8 
Gegeven de matrix A = 


l 2 —l 


a Controleer of A diagonaliseerbaar is. 


b Bepaal een matrix en een diagonaalmatrix D zodanig dat 


D= VAV. 
c Bereken A” en in het bijzonder A”. 


Symmetrische matrices 


Als A een symmetrische matrix is, dan is er meer te zeggen over de eigenwaarden, 
eigenvectoren en het al of niet diagonaliseerbaar zijn van de matrix. 


Stelling 
Voor een symmetrische matrix A (ongelijk aan de nulmatrix) geldt: 


l 
2 


Uit de stelling volgt dat als alle eigenwaarden van een symmetrische matrix A ver- 
schillend zijn, de eigenvectoren paarsgewijs orthogonaal zijn. Als we de eigenvecto- 
ren vervolgens herleiden tot eenheidsvectoren, dit heet normeren, dan is de matrix | 


A heeft uitsluitend reële eigenwaarden. 


Als er twee ongelijke eigenwaarden zijn, dan zijn de bijbehorende eigenvecto- 


ren orthogonaal. 
A kan altijd gediagonaliseerd worden. 


l 

1 
l? 
Iil 


) 


—1 4 3 ) van voorbeeld 38. 
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van de eigenvectoren een orthogonale matrix. In dat geval is V~! = V’ en hiermee 
gaan formules (4.30) en (4.31) over in D = V” AV en A” = VD” V”. 


12 9 
Gegeven A= | 2 1 0 
0 0 3 


A is een symmetrische matrix, en daarmee diagonaliseerbaar. 

5 T 
We bepalen een orthogonale matrix V van genormeerde eigenvectoren zodat D = V AV en 
vervolgens bepalen we A". 


Oplossing 
De eigenwaarden zijn oplossingen van 
1 —À 2 0 
0- A-A 2 1—A 0 = (A+D(3— A) 
0 0 3-A 
zodat de eigenwaarden van A zijn: A} = —1 en A, = à} = 3. 
Voor A = A, = —1 wordt het op te lossen stelsel: 
EN F oA, = 0 
OG E 2 = 0 
4x, = 0 
Dit stelsel is gelijkwaardig met: 
X% —= 0 
Kies x = a dan is x, = —, zodat de algemene oplossing is: 


1 
Xx =al —1 
0 1 
We kiezen v‚ = | —1 |. 
0 


Na normering (dat wil zeggen: we maken er een eenheidsvector van) gaat deze vector over 
in: 


1 1 
me =| 
ze 
v2 0 
Voor À, = A, = 3 wordt het op te lossen stelsel: 
A ~ A oo 
Na schoonvegen van de totaalmatrix houden we één vergelijking over, namelijk 
Xi TX = 0. 
Kies x, = «en x, = 3, dan is x} = 3 en geldt voor de algemene oplossing: 
0 1 
x=al0]|+8ll 
1 0 


0 1 
We kiezen v; = (o en Vz = 5 
1 


mn er ril = EIA S riete 
` `$ 






wA \ won tante 
+ i iyi | nn hike ie 
EE SEE AD 
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De eigenvector vj is al een eenheidsvector, eigenvector Va gaat na normering over in 





v2 ola 
De matrix V = (e En) =| 1 A 0 12 is dan een orthogonale 
2 2 
G- l 0 
T0 0 
matrix en D = V 'AV = V' AV — 03 0 
0 0 3 


Ten slotte berekenen we A 


1 1 n 12 V2) 
l e BDA ; 


A ww | laol bs 0 01 
2 
01 0 o a 3/2 IA 
1 
Ep aN a aaa 0 
2 2 
— -> 7 0 1 310 /5 0 0 I 
akk 0 a > 2 0 
Tlu tale j 
2 2 2 2 29525 29524 0 
-| l 1an L l al |2724 2925 0 
2 2 do 0 0 59049 
0 0 3- zi 


4.7.3 Eigenwaarden en eigenvectoren met Maple 


Eigenwaarden en eigenvectoren kunnen ook met Maple worden bepaald, hiervoor 
zijn de commando's Eigenvalues en Eigenvectors binnen het pakket Li- 
nearAlgebra beschikbaar. 

Het commando Eigenvalues (A) berekent de eigenwaarden van de matrix A. De 
uitvoer van het commando zijn de eigenwaarden. 

Het commando Eigenvectors (A) berekent de eigenwaarde en eigenvectoren van 
de matrix A. De uitvoer van het commando is een vector met als kentallen de eigen- 
waarden en een matrix met de corresponderende eigenvectoren. De k-de kolom 
van deze matrix is een eigenvector behorende bij het k-de element van de vector 
van eigenwaarden. 


In het volgende voorbeeld berekenen we de eigenwaarden en eigenvectoren van 
een matrix met Maple. Tevens onderzoeken we of de matrix diagonaliseerbaar is. 
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Voorbeeld 41 1 ) 3 
Gegeven de matrix A = —1 4 s) 


Bepaal met behulp van Maple 


> de eigenwaarden en eigenvectoren van A; 
> ofA diagonaliseerbaar is. Als dit zo is, bepaal dan een matrix V en een diagonaalmatrix D zoda- 
nig dat D = v_lav. 


Oplossing 

De sessie in Maple verloopt als volgt: 
>with(LinearAlgebra): 
sArssMatrixliiise,Slsfeledsalesldseesstiljs 


1 2 3 
A= |l 4 3 
1 -2 al 


>eigenw:=Eigenvalues (A); 


0 
eigenw := | 2 
£ 


> (ew, eV) :=7Elgenvectors(A); 
0 2 3 | 
ew‚ev:= |2], 1 0 —1 
2 0 l 1 


>Diag:=MatrixInverse (ev).A.ev; 


2 0 l 
Diag:= 0 2 0 
0 0 0 


Opgaven bij 4.7 


ad Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van: 
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Ga na of de onderstaande matrices diagonaliseerbaar zijn. Als dat zo is, bepaal dan 
een matrix Ven een diagonaalmatrix D, waarvoor geldt D = V_}AV en bepaal Al. 


0 l —2 0 -2 —1 
a A= l l —1 b A= | -l1 l l 
—2 -l 0 2 —4 —3 
4 —2 0 
Gegeven A= | —2 3 —2 
0 -2 2 


Bepaal een matrix V en een diagonaalmatrix D, waarvoor geldt D = V” AV, voor de 
gegeven matrix A en bepaal a”, 


| 0 0 
Gegeven A= | 0 —l 4 
0 4 —7 


Bepaal een matrix V en een diagonaalmatrix D, waarvoor geldt D = V” AV, voor de 


: -2 iN 
gegeven matrix A en bepaal A = (A ) i 


2 0 0 
Gegeven A= [| 3 2 1 
2 6 1 


a Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van A. 
b Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van de inverse matrix van A. 
c Wat is het verband tussen de eigenwaarden en eigenvectoren van A en van 
-1 
A? 


2 l 3 4 

; —Ì 2 3 5 

Gegeven de matrix A = 3 2 1 4 
0 4 3 —2 


a Bepaal met de eigenwaarden en eigenvectoren van A. 
b Onderzoek of A diagonaliseerbaar is. Als dit zo is, bepaal dan een matrix V en 
een diagonaalmatrix D zodanig dat D = V AY., 


Herhalingsopgaven 


Voor een zekere n x n-matrix geldt de vergelijking: A —4A+I=0. 

a Bewijs dat A! =4I —A. 

b Bepaal p zodanig dat de matrix A = k 5 ) aan de gegeven vergelijking vol- 
doet. 

c Bepaal de inverse van de matrix A uit onderdeel b. 


2Xj — 3% + MZ = 7 
Gegeven Di. = Pa = -9 


Schrijf dit stelsel in de vorm Ax = b. 

Voor welke waarde(n) van p bestaat de inverse van de matrix A? 

Neem p = 1 en bepaal de inverse van de matrix A. 

Bepaal de oplossing van het stelsel met behulp van de uitkomst van onderdeel 
G 


aage 
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Gegeven het stelsel vergelijkingen A + 2 — HK = Pp. 
—Xj + 4% — 2X3 = 0 


a Schrijf het stelsel in de vorm AF = b. 
b Voor welke waarden van p en q heeft het stelsel 
e precies één oplossing? 
e geen oplossing? 
e meer dan één oplossing? 
c Bepaal met behulp van de regel van Cramer de oplossing van het stelsel voor 
p= -260g = 2, 
Voor welke waarde(n) van q heeft A een eigenwaarde die gelijk is aan 1? 
e Bepaal de bijbehorende eigenvector(en). 


2 5§ —l l 
2 —l1 5 | endevector x = | 0 |. 
2 2 2 2 


Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A. 


Gegeven de matrix A = 


O | = 


Bewijs dat de eigenvectoren een basis vormen van RÄ. 
Onderzoek of de eigenvectoren onderling loodrecht op elkaar staan. 
Bepaal de kentallen van x ten opzichte van deze basis. 


0 2 2 
Gegeven A=] 2 3 4}. 


2 4 3 


aO TTA 


Bepaal een matrix V en een diagonaalmatrix D, waarvoor geldt D = V” AV, voor de 
gegeven matrix A en bepaal A”. 


In figuur 4.4 is een netwerk getekend. Bereken de stroomsterkten 1., I, I} en 1, als 
U,=15V, U, =10V en R =3Q, R =29, R =50, R =39, Re =50 en 
R =1 Q. 

Gebruik hiervoor de spanningswet van Kirchhoff: in elke gesloten stroomkring (een 
maas) is de som van de spanningen gelijk aan nul. 
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Samenvatting van hoofdstuk 4 





Som van twee matrices 
De som C = A + B van de twee m x n-matrices A en Bis de m x n-matrix C, waar- 
voor geldt: 


VOOR E = L2 oen EBR IS la oare lk 

Product van matrices 

Als A een m x n-matrix en Been n x q-matrix dan is het product C = AB de m x q- 
matrix, waarvan de elementen zijn: 


n 
Cij = ap bij + abaj +--+ ainbnj = > a bij, voor i = 1, 2, ..., m en 


=l van ik. 


Oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen 

Een stelsel van lineaire vergelijkingen wordt opgelost met behulp van de totaalma- 
trix van het stelsel. Op deze totaalmatrix zijn de volgende operaties toegestaan: 

l Een rij mag worden vermenigvuldigd met een reëel getal ongelijk aan nul. 

2 _ Bij een rij mag elk k-voud van een andere rij worden opgeteld. 

3 Rijen mogen verwisseld worden. 


Determinanten 


a, a 
Stel A is de 2 x 2-matrix A = ( EE ~ ka | 
d2 Lao 
Onder de determinant van A, notatie |A|, of det(A) 
wordt verstaan het getal a, á> — 4, 413. 


di Ap . Ain 
En Uag ver in 

Als A = a |, dan wordt |A| als volgt bepaald: 
Anr An2 ` Ann 


e Vermenigvuldig elk element van de j-de kolom (of de i-de rij) met zijn cofac- 
tor. 

e Tel de verkregen resultaten bij elkaar op. 

In formulevorm: 


n n "p 
Al = 2 ajjAjj = > aj(—1) 7 M;;: ontwikkeling naar de j-de kolom, waarbij 
[= I= 


FEL A oer kb 


of 
33 L i+j . s ; ds ze 
Aj = 2 aA; = > ayi =L) “My: ontwikkeling naar de i-de rij, waarbij 
J= m 
eTl A eih. 


Voordat we gaan ontwikkelen naar een rij of kolom vegen we deze rij of kolom eerst 
schoon, anders is het berekenen van een determinant omslachtig en tijdrovend. 
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De inverse matrix 

De inverse van een vierkante n x 7-matrix A, notatie AS, is een n x n-matrix zoda- 
nig dat: 

AA * =A™A =I 


Als de inverse bestaat, heet de matrix inverteerbaar. Een methode voor het bepalen 
van de inverse matrix is: 
(AlD)vegen tot(I|A*) 

nd 


Een stelsel van vergelijkingen kan geschreven worden als Ax = b. 
Als de inverse van A bestaat, dan kan de oplossing bepaald worden volgens 
X=A'Þ. 


Regel van Cramer 
Voor een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden luidt de regel van Cramer: 


-c j ; s — ' 
deti D 8y, ay por iy ) det| Aj De ag zor in ) 
X] => , X9 = , 
-A| Al 
— 
det( E 10 
say = Al 


waarbij A de coëfficiëntenmatrix en de kolom van de rechterleden van het stelsel is. 


Afhankelijkheid en onafhankelijkheid 

Het stelsel vectoren a = { a; ‚4 ,..., Ag } in R” vormt een lineair onafhankelijk 
stelsel als de vectorvergelijking 

UA +0 A +. tapa = 0 

alleen de triviale oplossing a, = a, = ... = 0 heeft. Als minstens één a; # 0 dan 
heet het stelsel een lineair afhankelijk stelsel. 


Basis 
Een basis van R” is een onafhankelijk stelsel vectoren met de eigenschap dat iedere 
vector uit R” geschreven kan worden als een som van vectoren uit dat stelsel. 


Er geldt: 
Elk stelsel van n onafhankelijke vectoren in R” is een basis van R”. 
Het stelsel { a; , a ,..., a, } van n vectoren in R” vormt een basis 


e det{ ar, aar} #0. 


Eigenwaarden en eigenvectoren 

De eigenwaarden van een n x n-matrix A zijn de oplossingen van de karakteristieke 
vergelijking |A — AI| = 0. De bij een eigenwaarde behorende eigenvectoren worden 
gevonden door de vergelijking (A — Al) x = 0 na substitutie van die eigenwaarde 
op te lossen. 


Een n x n-matrix A is diagonaliseerbaar dan en slechts dan als deze n lineair onaf- 


hankelijke eigenvectoren v7 , V, ,...,v, bezit met de bijbehorende eigenwaarden 
Aj Ao) … Ta 
Als V = (v; | v7 |... |U; ), dan is V “AV = D, met D een diagonaalmatrix met op 


de hoofddiagonaal A; ‚A, ‚A. 
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Leerdoelen hoofdstuk 5 


In dit hoofdstuk wordt aandacht besteed aan functies van meerdere variabelen en 
de bijbehorende afgeleiden. De grafische voorstelling van dergelijke functies wordt 
behandeld en ook het tekenen van oppervlakken in de ruimte, waaronder tweede- 
graadsoppervlakken, wordt geoefend. Verder is er aandacht voor toepassingen in 
de foutenleer en het bepalen van een passende kromme bij gegeven meetpunten. 


De behandelde onderwerpen in hoofdstuk 5 zijn: 


platte vlakken in de ruimte en het tekenen ervan 
tweedegraadsoppervlakken in de ruimte en het tekenen ervan 
functies van twee variabelen 

het tekenen van de grafiek van een functie van twee variabelen 
het bepalen van de partiële afgeleiden van een functie van meerdere variabe- 
len 

meetkundige betekenis van de partiële afgeleiden 

raakvlak aan de grafiek van een functie van twee variabelen 
extreme waarde van een functie vantwee variabelen 

de totale differentiaal 

foutenleer 

de totale afgeleide 

impliciet differentiëren 

de kleinste kwadratenmethode 
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Functies van twee 
of meer variabelen 


Inleiding 


Uit hoofdstuk 2 van Toegepaste Wiskunde Deel 1 weten we dat een functie (bijvoor- 
beeld f) aan één onafhankelijke variabele (bijvoorbeeld x) een andere, afhankelijke 
variabele (bijvoorbeeld y) toekent. We noteren dit als y = f(x). In dit hoofdstuk zul- 
len we de definitie van een functie uitbreiden. Het komt namelijk vaak voor dat een 
grootheid van meer dan één variabele afhankelijk is. 


We bekijken een functie f van twee variabelen x en y. We kiezen voor de functie die 
de lengte van de schuine zijde van een rechthoekige driehoek met de rechthoekszij- 
den x en y beschrijft. Volgens de stelling van Pythagoras kunnen we schrijven: 


fay)= VL +y (5.1) 


Als bijvoorbeeld x = 3 en tegelijkertijd y = 4, dan is de waarde van de schuine zijde 


van de rechthoekige driehoek bepaald: f(3,4) = y3 +4 —5. Aan de functie- 
waarde kunnen we een variabele verbinden, bijvoorbeeld z. Bij iedere waarde van 
x en y hoort dan een waarde van z. We kunnen x en y in dit geval niet helemaal vrij 
kiezen. Omdat x en y zijden van een rechthoekige driehoek voorstellen, moet vol- 
daan zijn aan de voorwaarden: x > 0 en y > 0. Net als bij de definitie van een func- 
tie van één variabele hebben we te maken met een domein van de functie. Bij de 
functie in formule (5.1) hoort een domein Df, dat alle denkbare getallenparen 
(x,y) bevat met x > 0 en y > 0. Het bereik Bf bevat alle waarden die z kan aanne- 
men. 

g= FR = Xx +y, metx>0eny>0 (5.2) 


Bij elke paar getallen x en y hoort een punt (x,y) in het xy-vlak. Het domein van (5.2) 
bestaat uit alle punten die in het eerste kwadrant liggen. Het bereik bestaat dan uit 
alle positieve getallen. Wanneer we van (5.2) een afbeelding of een grafiek willen 
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maken, kunnen we gebruikmaken van een xyz-coördinatenstelsel RË, zoals we zijn 
tegengekomen in paragraaf 2.2.2 (zie figuur 2.4a). 


Bij ieder paar (x,y) in het eerste kwadrant (x > 0 en y > 0) van het xy-vlak (R°) hoort 
volgens (5.2) een punt (x,y,z) in het eerste octant (x > 0, y > 0 en z > 0) van R’. De 
verzameling van alle punten (x,y,z) stelt dan een oppervlak in de ruimte voor, de 
‘grafiek’ van de functie gegeven in (5.2). 


Bovenstaande kunnen we als volgt algemeen aanduiden. Als aan elk paar (x,y) van 
twee onafhankelijke variabelen x en y, waarbij (x,y) tot een verzameling Df behoort, 
één waarde van de variabele z wordt toegekend, zeggen we dat z een functie is van x 
en y. Het domein is Df ; het bereik Bf is de verzameling van alle waarden die z kan 
aannemen. 


Een functie van twee variabelen kan worden geschreven als: 
z = f(x,y), met (x,y) € Df 


Aan elk paar (x,y) kan een punt met coördinaten x en y in het xy-vlak wordt toege- 
kend. Al deze punten samen vormen een gebied in het xy-vlak. In een ruimtecoördi- 
natenstelsel kunnen we vervolgens punten uitzetten met de coördinaten (x,y,z) 
waarbij z = f (x,y). De verzameling van deze punten is de grafiek van de functie. In 
het algemeen zal dat een oppervlak in de ruimte zijn. Zo’n ruimtelijk oppervlak kan 
zichtbaar gemaakt worden als er voldoende punten van dat oppervlak in het ruim- 
tecoördinatenstelsel zijn ingetekend. 


Opmerking 

We herinneren aan de meest gebruikte oriëntatie van het xyz-assenstel- 
sel, die in hoofdstuk 2 is ingevoerd. Het xyz-assenstelsel wordt meestal 
zo getekend, dat de z-as verticaal staat en de y-as horizontaal. Het yz- 
vlak valt dan samen met het papier waarop getekend wordt. De x-as 
staat loodrecht op dit vlak en wordt schuin naar voren getekend. Het 
snijpunt van de drie assen is de oorsprong O, het punt (0,0,0). Het ge- 
deelte van de x-as met de positieve x-coördinaten steekt naar voren, 
het deel dat met de negatieve x-coördinaten steekt naar achteren (zie fi- 
guur 2.4a). 


Het tekenen van een oppervlak dat de grafiek is van de functie z = f(x,y) is soms 
lastig. Het kan worden vereenvoudigd door de snijkrommen van dat oppervlak te 
bepalen met de drie coördinaatvlakken. 

We gaan daarbij als volgt te werk: Stel eerst z = 0 (dit is het vlak met alle punten met 
willekeurige x-coördinaat, willekeurige y-coördinaat en z-coördinaat 0, dus het xy- 
vlak). Stel daarna x = 0 (dit is het yz-vlak) en stel ten slotte y = 0 (het xz-vlak). Als 
we nu nog niet voldoende weten, kunnen we het oppervlak nog snijden met een of 
meer vlakken die evenwijdig zijn aan de coördinaatvlakken. 
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Voorbeeld 1 ie 2 ? 
We tekenen de grafiek van de functie z = f(x,y) = \/X +y ,metx > Q0eny > 0, die 


hierboven beschreven is. De grafiek is het oppervlak met vergelijking z = 4/ xe + y“. 


We snijden het oppervlak met het vlak z = 0. We krijgen: 0 = 4/ x -+ V. Dit geeft x = 0 
en y = 0. Het resultaat is dus het punt (0,0,0). 

Het oppervlak snijden met het vlak x = 0 geeft z = vr. Omdat geldt y > 0, krijgen we 

z = y. Dit geeft dus de lijn z = y in het yz-vlak. 

Het oppervlak snijden met het vlak y = 0 geeft z = Vx. Vanwege x > 0 krijgen we 

z = X. Dit geeft dus de lijn z = x in het xz-vlak. 

Omdat we nu nog te weinig informatie hebben snijden we de grafiek met een vlak evenwijdig 
aan het grondvlak, zo'n vlak heeft vergelijking z = c. We kiezen eerst c = 2. Dit levert 


de \V xe + y. waaruit volgt e y“ = 4, Dit is een cirkel met straal 2, gelegen in het 
vlak z = 2, waarvan het middelpunt op de z-as ligt (omdat x = 0 en y = 0). 

Kies zelf voor c de waarden 1 en 3 en ga na dat je ook nu cirkels krijgt als doorsnijdingsfi- 
guur. 

In figuur 5.1 is de grafiek van de functie getekend. De grafiek ligt helemaal in het eerste oc- 
tant. In de grafiek zijn de berekende snijlijnen en snijcirkels (voor c = 1, c = 2 en c = 3) te 
herkennen. 

De grafiek van de functie z = f(x,y) = y x + y. met x > 0 en y > 0, is blijkbaar een 
deel van een kegelwand. 


Figuur 5.1 
rafiek van de functie 


2 2 
= f(xy) =VX +y 





Opgaven bij 5.1 


A Teken de grafiek van de volgende functies van twee variabelen in een drieassig coördi- 


natenstelsel. 
a z=flky) == +y CG aa hay) s= lx -y 
b ze f(xy) =1 fx +y d z=k(xy)=1l—/X+y 


Bepaal het domein van de volgende functies. 
+2 
a f(xy) =5x- 7y e SUN) 
bs Ea 
b fy) =, d f(xy)=y+vx -1 
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5.2 Oppervlakken in de ruimte 


In deze paragraaf worden diverse oppervlakken behorend bij functies van twee va- 
riabelen getekend. Zo mogelijk wordt daarbij gebruikgemaakt van symmetrieken- 
merken. 


5.2.1 Platte vlakken 


We tekenen enkele platte vlakken. 

Een ruimtelijk oppervlak behorend bij de functie z = f(x,y) = ax + by + c stelt een 
plat vlak voor. Dit zullen we niet bewijzen, maar wel aannemelijk maken aan de 
hand van enkele voorbeelden. 


Voorbeeld 2 We tekenen de grafiek van de functie z = —x — 2y +4. 


We snijden het oppervlak met het vlak z = 0 (xy-vlak, grondvlak). Dit geeft 

0 = —x — 2y + 4, waaruit volgt x + 2y = 4. Dit is de vergelijking van een rechte lijn in het 
vlak z = 0, door onder andere de punten (4,0,0) en (0,2,0). 

Het oppervlak snijden met het vlak x = 0 (yz-vlak, zijvlak) geeft z = —2y + 4. Dit is de ver- 
gelijking van een rechte lijn in het vlak x = 0, door onder andere de punten (0,0,4) en 





(0,2,0). 

Het oppervlak snijden met het vlak y = 0 (xz-vlak, achtervlak) geeft z = —x + 4. Dit is weer 
een rechte lijn, nu in het vlak y = 0. De lijn gaat onder andere door de punten (0,0,4) en 
(4,0,0). 

In figuur 5.2 zijn de gevonden snijlijnen in een ruimtelijk assenstelsel getekend. Het opper- 
vlak, behorend bij de functie z = —x — 2y + 4, is het vlak waarin deze drie lijnen liggen. 


Figuur 5.2 
De grafiek van de functie 
Z= —X— 2y +4 





HOOFDSTUK 5 


Voorbeeld 3 


Figuur 5.3 
vlak z = 2 — x in R? 


5.2.2 
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We tekenen het oppervlak dat behoort bij de functie z = f(x,y) = 2 — x. 

In het rechterlid van de functiebeschrijving ontbreekt de y. Toch wordt gesproken van een 
functie van x én y. De relatie z = 2 — x geldt kennelijk ongeacht de waarde van de y-coördi- 
naat. Elk punt dat op het te tekenen oppervlak ligt, heeft een x- en een z-coördinaat die aan 
de relatie z — 2 — x voldoen en een willekeurige y-coördinaat. Snijden van het oppervlak 
met het vlak y = c levert altijd de lijn z = 2 — x (in het vlak y = c). Als we c variëren, dan 
ontstaat een serie evenwijdige lijnen, steeds met de vergelijking z = 2 — x. Al deze lijnen 
samen vormen het vlak z = 2 — x, dat evenwijdig aan de y-as ligt (zie figuur 5.3). 





Opmerking 

Met de voorbeelden 2 en 3 hebben we aannemelijk gemaakt dat de alge- 
mene vergelijking van een plat vlak in de ruimte geschreven kan worden 
als ax + by + cz = d. Dit is dan ook de algemene vergelijking van een 
eerstegraadsoppervlak. 


Net als in voorbeeld 3 vertegenwoordigt elke functie van twee variabelen waarin y 
ontbreekt, z = f(x) een oppervlak in de ruimte dat evenwijdig loopt aan de y-as, 
met een richtkromme z = f (x) in het xz-vlak. 

Als in het voorschrift van een functie van twee variabelen de variabele x ontbreekt, 
dan krijgen we een oppervlak in de ruimte dat evenwijdig loopt aan de x-as. 

Als in de vergelijking van een oppervlak de z ontbreekt, dan loopt het oppervlak 
evenwijdig aan de z-as. In voorbeeld 4 (zie hierna) zien we een dergelijk oppervlak. 


Tweedegraadsoppervlakken 


Een algemene vergelijking van de tweede graad in x, y en z heeft de vorm 
Ax + By? + C2? + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz +J =0 (5.3) 


Formule (5.3) is de vergelijking van een tweedegraadsoppervlak. Snijden we met 
het vlak z = 0, dan krijgen we Ax + By + Dxy + Gx + Hy +J = 0. In het geval dat 
ook geldt D = 0 krijgen we een kegelsnede (cirkel, ellips, parabool of hyperbool) in 
het xy-vlak. Op www.hbtechniek.nl is een pdf-file te downloaden waarin deze ke- 
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Voorbeeld 4 


Figuur 5.4 
De cilinder met de vergelijking 


Bral zu 
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gelsneden uitvoerig worden behandeld. In dit boek volstaan we met het noemen 
van de vergelijkingen van kegelsneden en laten we hun grafische vorm zien. 
Wanneer z in vergelijking (5.3) in het geheel ontbreekt (dus als C = F = I = 0), stelt 
deze vergelijking een oppervlak evenwijdig aan de z-as voor. In voorbeeld 4 zien we 
een dergelijk oppervlak. 


We tekenen het ruimtelijk oppervlak, dat beschreven wordt door de vergelijking 


ty 40. 

Voor iedere gekozen waarde van z krijgen we de vergelijking xe + y = 4. Dit is in het geko- 
zen vlak z = c de vergelijking van een cirkel met straal 2 en middelpunt (x,y) = (0,0). De 
totale ruimtelijke figuur is dus opgebouwd uit horizontaal liggende cirkels met straal 2 en het 
middelpunt op de z-as. Dit oppervlak is dus een rechtopstaande cilinder(mantel), met de z-as 
als as. Een gedeelte van deze cilinder is getekend in figuur 5.4. We moeten ons de cilinder in 
beide richtingen van de z-as verlengd voorstellen. 





We gaan nu een aantal typen tweedegraadsoppervlakken bekijken. De gebruikte 
constanten a, b en c zijn in het vervolg steeds allemaal positief. 


Ellipsoiden 

Een ellipsoide wordt voorgesteld door de vergelijking: 

2 yP o? 

-= pA de == Ì (5.4) 

d b d 
x° 2 

De doorsnede met het xy-vlak (z = 0 ), levert de ellips met vergelijking — + 7 T 
a 


Het middelpunt van deze ellips ligt in de oorsprong en halve assen gelijk aan a en 
b. Op dezelfde manier ontstaan ellipsen bij doorsnijding met het xz-vlak (y = 0) en 
met het yz-vlak (x = 0). 

We noemen a, b en c de halve assen van de ellipsoïde, gegeven door formule (5.4). 
Deze komen overeen met de door de ellipsoïde afgesneden stukken van de coördi- 
naatassen: a = OA, b = OB en c = OC. Het zijn de afstanden van de oorsprong O tot 
respectievelijk de punten A(a,0,0), B(0,b,0) en C(0,0,c) (zie figuur 5.5). 
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Figuur 5.5 
Ellipsoide 


Figuur 5.6 
adige hyperboloide 


Figuur 5.7 
ladige hyperboloide 
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Als twee van de drie halve assen gelijk zijn, ontstaat een omwentelingsellipsoïde. 
Dit is een omwentelingsoppervlak, ontstaan door omwenteling van een ellips om 
één van z’n assen. 


Opdracht 
Teken het oppervlak met de vergelijking Ax + Ay +z =16. 


Als alle drie halve assen gelijke lengte hebben, dus als a = b = c, dan gaat de ellip- 
soïde over in een bol met een straal a en het middelpunt in de oorsprong. Vergelij- 


king (5.4) gaat dan over in EI + f =d. 


Hyperboloiden 

De vergelijking 

Ea enei (5.5) 
d F éo l 
stelt een eenbladige hyperboloide voor (zie figuur 5.6). 

De snijkromme van dit oppervlak, het xy-vlak (z = 0 ), is een ellips en de doorsnij- 
dingen met het xz-vlak (y = 0) en het yz-vlak (x = 0) zijn hyperbolen. We noemen 


a (OA = a) en b (OB = b) de reële halve assen en c de denkbeeldige halve as. 





Opdracht 
Teken het oppervlak met de vergelijking pf — 4y” +z’ = 16. 


Als de opdracht goed is uitgevoerd, dan is ook een eenbladige hyperboloïde ont- 
staan. Kennelijk zijn er meer vergelijkingen mogelijk voor eenbladige hyperboloï- 
den. 
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Figuur 5.8 
Paraboloide 


Figuur 5.9 
Hyperbolische paraboloide 
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Als in (5.5) geldt: a = b, dan ontstaat een omwentelingshyperboloide. Deze komt voort 
uit wenteling van een hyperbool om haar denkbeeldige as. 


De vergelijking van een tweebladige hyperboloide is: 


“r AP ak. (5.6) 
Figuur 5.7 laat zien dat het oppervlak in dat geval uit twee gescheiden delen bestaat. 
Het oppervlak doorsnijdt het xz- en het yz-vlak volgens twee hyperbolen met de 
reële as langs de z-as. We noemen c (OC = c) de reële halve as en a en b de denk- 
beeldige halve assen. Voor a = b krijgen we een tweebladige omwentelingshyper- 


boloïde. 


Paraboloiden 

Een elliptische paraboloide is gegeven door de vergelijking: 

N (5.7) 
d bP c 
Doorsnijding van dit oppervlak met het xz-vlak en het yz-vlak levert als snijkrom- 
men parabolen met de open kant in de positieve richting van de z-as. Het platte 
vlak z = c geeft bij doorsnijding met het oppervlak een ellips met de halve assen a 
en b (zie figuur 5.8). 


Voor a = b krijgen we een omwentelingsparaboloïde. 





Opdracht j i 
Teken het oppervlak met de vergelijking .z = rad + 3 ia 


De vergelijking 
2 2 
X y Z 
En Wk ee (5.8) 
d WC 


stelt een hyperbolische paraboloide voor. Doorsnijding van dit oppervlak (zie figuur 
5.9) met het xy-vlak leidt tot twee rechte snijlijnen: y = + De Doorsnijding met het 
a 


xz-vlak levert als snijkromme een parabool met de open kant in de positieve rich- 
ting van de z-as. Doorsnijding met het yz-vlak leidt tot een parabool met de opening 
in de negatieve richting van de z-as. Als we het oppervlak snijden met het platte vlak 
z = k (evenwijdig aan het xy-vlak), dan ontstaat een hyperbool met een reële as die 
evenwijdig loopt aan de x-as voor k > 0 en aan de y-as voor k < 0. Dicht bij de oor- 
sprong heeft het oppervlak de vorm van een zadel. Als we ons door het xz-vlak ver- 
plaatsen, lijkt de oorsprong een ‘minimum’ op te leveren, terwijl een verplaatsing 
door het yz-vlak de oorsprong het aanzien geeft van een ‘maximum’. 
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Figuur 5.10 
Elliptische kegel 


5.2.3 


Figuur 5.11 
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Kegels 
Een elliptische kegel is gegeven door: 
2 2 2 
X OW g 
mre en aa (9:9) 
d PF d 


Dit oppervlak geeft bij doorsnijding met zowel het xz-vlak als het yz-vlak twee 
rechte lijnen (zie figuur 5.10). Het platte vlak z = k doorsnijdt het oppervlak volgens 
een ellips. Voor a = b krijgen we een rechte cirkelkegel (zie voorbeeld 1, waar een 
kwart deel van een rechte cirkelkegel werd getekend). 





Oppervlakken tekenen met behulp van Maple 


We gaan grafieken van functies van twee variablenen en dus ook oppervlakken in 
de ruimte tekenen met behulp van Maple. Voor sommige plot-commando’s is het 
nodig om een extra biblitheek te laden. We doen dit met het commando 
with (plots). In de tweede regel staat de definitie van de functie van twee varia- 
belen. 


>= restartrwith(pLots) : 
> f:= (x, Y) ->9-x^2-y^2; 


fy) -y 


>plot3d (E (x) „a LO 10, p= LO LO) 7 










de 

PEN LD hek 
Erber 

TOS SOE 
RISI 


D 
ENNA 








CA) 
) HRS 
7 O SUN 


Het is ook mogelijk zonder functiedefintie te plotten en bijvoorbeeld om assen erbij 
te laten tekenen. Zie de volgende pagina voor een voorbeeld. 
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Figuur 5.12 


Figuur 5.13 
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>plot3d(-9t+xtyNA2,x=-5..5,y=-5..5,axes=normal) ; 


SES 
Gt er EE 
ER SO A 
dt ee E T, 
et 
nn 





Een ander aanzicht van het oppervlak is te krijgen door met de muisaanwijzer op de 
figuur te gaan staan en de linkermuisknop in te drukken en vast te houden. Daarna 
levert bewegen van de muis een ander aanzicht van het oppervlak. 


Via numpoints is het mogelijk een fijnere of grovere structuur op het oppervlak te 
krijgen door te zorgen dat er meer of minder punten berekend worden. Soms is 
een grovere structuur handig omdat dat veel minder rekentijd kost. Ook laten we 
hieronder zien dat oppervlakken die geen grafiek van een functie zijn geplot kun- 
nen worden. Dit gaat via implicitplot3d. Hieronder staat daarvan een enigszins 
exotisch voorbeeld. 


>restart:with(plots) :opp:=2*x*sin(x) +In(zA2)-x/exp (y) : 
>implicitplot3d (opp; z= =3; «ry daa Ir dend) 8 


en fd 
UN 
à A 45 A 
KINLA 
$ IE ; A 
id / ee 
ee 


EE Mia 





Maple kent nog vele mogelijkheden voor het maken van plots, waarbij vele opties 
mogelijk zijn. Hierboven zijn er hiervan slechts enkele genoemd. De help-functie 
van Maple biedt uitgebreide informatie hierover. 


Opgaven bij 5.2 
Teken de volgende vlakken in een xyz-assenstelsel. 
a z=4—2x-—3y C K-27=0 


Beschrijf en teken in een xyz-assenstelsel de volgende oppervlakken. 


2 2 2 2 2 2 
16 25 4 9 16 25 
2 2 2 2 2 
b Ži a ff 


i6 25 d 
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Voorbeeld5 


Figuur 5.14 
Het domein van 


xy) = vi AR y 
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Beschrijf en teken in een xyz-assenstelsel de volgende oppervlakken. 
a x +y =4z co 4x? — 9y? = 36z 
b Pars =d d x +y +z —2x=3 


Functies van twee of meer variabelen 


In de vorige paragrafen hebben we kennisgemaakt met functies van twee variabe- 
len en oppervlakken in de ruimte. In deze paragraaf bekijken we bewerkingen die 
we op functies van twee of meer variabelen kunnen toepassen. Begrippen zoals li- 
miet, continuïteit, differentiëren, differentiaal en extreme waarden kennen we voor 
functies van één variabele. In deze en volgende paragrafen bekijken we deze be- 
grippen ook voor functies van twee of meer variabelen. Het integreren van functies 
van twee variabelen komt in hoofdstuk 6 aan de orde. 

Voor de analyse van functies van twee variabelen is het allereerst van belang het do- 
mein van de functie te kennen. Zoals in paragraaf 5.1 al werd opgemerkt is het do- 
mein van de functie een gebied in het xy-vlak. Dit gebied kan begrensd of onbe- 
grensd zijn. 


We tekenen van de functie met voorschrift z = f(x,y) = y 1 — x y het domein in het 
xy-vlak. 


Omdat de wortels uit een negatief getal niet bestaan (in R), stellenwe1 — xo y’ > 0, of- 
tewelx? + y? < 1. De vergelijking X y? = 1 stelt een cirkel voor waarvan het middelpunt 
in de oorsprong van het xy-vlak ligt en waarvan de straal gelijk is aan 1. Het domein van 

z = f(x,y) bestaat daarom uit alle punten op of binnen de genoemde cirkel (zie het gear- 
ceerde vlakdeel in figuur 5.14). 





Opdracht 


Wat is het domein van de functie met voorschrift 


g= FEI) = Jx -- y — 1? Teken het domein in het xy-vlak. 
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Plas 
y 


Voorbeeld6 





Figuur 5.15 
Het domein van 
f(xy) = In(y — x) 


Voorbeeld 7 








178 Functies van twee of meer variabelen 


We tekenen het domein van de functie z = f(x,y) = In(y — x) in het xy-vlak. 

We kunnen alleen de logaritme nemen van positieve getallen. Er moet dus gelden: 

y — x > 0, waaruit volgt y > x. We weten dat y = x de vergelijking is van een rechte lijn in 
het xy-vlak. Daarom bestaat het domein uit alle punten in het xy-vlak die boven deze lijn lig- 
gen (zie figuur 5.15). 


In de praktijk komen we niet alleen functies van één of twee variabelen tegen, maar 
ook functies van meer dan twee variabelen. Bij de functie u = f (x,y,z) van drie vari- 
abelen kunnen we aan ieder getallentripel (x,y,z) een waarde volgens het functie- 
voorschrift toekennen. Bij het getallentripel (x,y,z) hoort een punt in de ruimte 
R*. Het domein is dus in het algemeen een driedimensionaal lichaam. De grafiek 
van de functie kunnen we echter niet tekenen, omdat we dan in een vierdimensio- 
nale ruimte terecht zouden komen. Van functies met meer dan drie variabelen kun- 
nen we noch het domein, noch de grafiek tekenen. We kunnen zo’n functie echter 
wel wiskundig behandelen. 


We tekenen het domein in R° van de functie met voorschrift u = f(x,y,z) = a ln 
X +y +4Z —4 


De gegeven functie bestaat als a y? 4 4 Æ 0, dus als he y“ +47 Æ 4. 


De vergelijking xX H v + 47 = 4 stelt een omwentelingsellipsoïde voor (zie figuur 5.5 met 
daarbij a = 2, b = 2 en c = 1). De punten op de ellipsoïde behoren dus niet tot het domein. 


Het domein bestaat dus uit alle punten die binnen of buiten de ellipsoïde liggen. 
Ei 


Limieten en continuiteit 

Evenals bij functies van één variabele kunnen we de begrippen limiet en continuï- 
teit voor functies van meer dan één variabele definiëren. We geven de definities 
voor een functie van twee variabelen. 


Definitie 
e Als de waarde van f(x,y) nadert tot L, wanneer x willekeurig dicht tot a nadert 


en tegelijkertijd y willekeurig dicht tot b nadert, zeggen we dat lim Taps 
y—>b 
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We zeggen dat een functie z = f (x,y), waarbij (a,b) € Df (Df is het domein van 
f, continu is in het punt (a,b) als lim f(x,y) = fap). (5.10) 
y>b 


In woorden: f (x,y) is continu in (a,b) als de waarde van f (x,y) nadert tot f (a,b) 
wanneer x willekeurig dicht tot a nadert en tegelijkertijd y willekeurig dicht tot 
b nadert. 

e Wanneer een functie niet continu is in een punt, heet de functie discontinu in 
dat punt. 


Soortgelijke definities kunnen we opstellen voor continue functies van meer dan 
twee variabelen. 

Er zijn functies waarvan het niet eenvoudig te zien dat ze in bepaalde punten conti- 
nu of discontinu zijn. De functies die we in dit boek zullen aantreffen zijn overal 
continu met uitzondering van bepaalde, gemakkelijk te herkennen punten. Bijvoor- 
beeld in punten die de noemer van een breuk in het functievoorschrift nul maken. 
Zo’n functie zijn we tegen gekomen in voorbeeld 7. 

Aan continuïteit bij functies van twee of meer variabelen besteden we weinig aan- 
dacht. Wel gaan we in de volgende paragraaf dieper in op het differentiëren van 
functies van twee of meer variabelen. 


Opgaven bij 5.3 


Onderzoek de volgende functies op continuïteit. 


a Baj Ta Ee =f] = ats G +) 
XY 
b z=f&y)= (xy) d fœy)= m 


Partiële afgeleiden van de eerste orde 


In deze paragraaf gaan we functies van twee of meer variabelen differentiëren naar 
één van de variabelen. 


We gaan uit van een gegeven functie van twee onafhankelijke variabelen: 
ssf) (5.11) 
We nemen aan dat de functie continu is op het domein. Wanneer een van de twee 
onafhankelijke variabelen, bijvoorbeeld y, de vaste waarde yọ heeft, dan wordt z 
een functie van één variabele z = f (x,y) of z = g(x). De grafiek van deze functie 
ligt in het vlak y = yọ. Dat is een vlak evenwijdig aan het vlak y = 0 (het xz-vlak). 


Als deze functie differentieerbaar is, geldt volgens de definitie van de eerste afge- 
leide dat: 


dg), 80+AL) 8) (5.12) 
dx Ax—0 AR 


Omdat we zijn uitgegaan van de functie z = f(x,y), noemen we c de partiële afge- 


leide van de eerste orde van f (x,y) naar x. We definiëren en noteren de partiële afge- 


leide van de eerste orde van z naar x als: 


C en = pa rasy jr) 13 
Ox zx = fx(x,y) = EA Ax ikan 
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De index 0 van yọ hebben we hier weggelaten. De partiële afgeleide z ontstaat 
door z = f (x,y) naar x te differentiëren. Bij het differentiëren wordt y constant ge- 
houden, maar hij kan wel willekeurig gekozen worden. Let op de notatie met de ð, 
de zogenaamde ‘kromme d’. We moeten bedenken dat z en k niet dezelfde bete- 
kenis hebben. In het eerste geval is z een functie van twee variabelen, terwijl z in het 
tweede geval een functie is van één variabele. In de uitdrukking z hebben de diffe- 
rentialen dz en dx een afzonderlijke betekenis. Ze zijn te zien als teller en noemer 
van een breuk. Voor 2 geldt dit niet. Deze uitdrukking is niet als een breuk te be- 


schouwen en dz en Ox hebben geen afzonderlijke betekenis. 


We kunnen ook naar y differentiëren. Dat gaat op soortgelijke wijze als differentië- 
ren naar x. Nu wordt eerst x constant genomen, bijvoorbeeld x = x. De functie 
z = f(x,y) is dan een functie van één variabele geworden z = f (x,y) of z = h(y). 
De grafiek van deze functie ligt in het vlak x = xọ, evenwijdig aan het yz-vlak. Als 
deze functie differentieerbaar is, kunnen we tot een resultaat komen dat lijkt op for- 
mule (5.12). Daarna kunnen we deze afgeleide schrijven op een overeenkomstige 
manier als in formule (5.13). We krijgen dan: 


oz … Î@y+Ay)-f (xy) 
Ge dg y= l 5.14) 
Oy y = Jy) A0 Ay 


Dit is de partiële afgeleide van de eerste orde van z = f (x,y) naar y. Deze partiële afge- 
leide ontstaat door z = f (x,y) naar y te differentiëren. Bij het differentiëren wordt x 
constant gehouden, maar hij kan wel willekeurig gekozen worden. 


We bepalen de partiële afgeleiden van de eerste orde van z = f(x,y) = xo 6y. 
Bij het bepalen van z de partiële afgeleide naar x nemen we y constant. Ook 6y is dan con- 
X 


stant. We krijgen dan: r <32 -bx 
X 


Bij het bepalen van de partiële afgeleide naar y, nemen we x constant. We krijgen: 
de 
oy 


0—6- - 6. 
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We bepalen de beide partiële afgeleiden van de eerste orde van 


Zev s Ky nx de. 
y 


Oz. = ; 
Om het bepalen van x iets eenvoudiger te maken herschrijven we de functie eerst een 
X 


beetje: z = f(x,y) = xy — nre =y -o Inx t e” 
y y 


Nu bepalen we Z: Z = y Mote teit 
X 


Xy 
St Ve 
ox y X y X 


Ook voor het bepalen van z herschrijven de functie enigszins: 
y 


z- f(x) = yet Inx te” vern o? 
y y 
Neenee o -X (-5) ele ee 
Oy Oy 


Ga alle berekeningen goed na en geef aan waar de kettingregel is gebruikt. 


Gegeven: z = f(x,y) = aY. mê"), met x > 0 en y > 0. Bepaal 5 en Sn 
X 


Oplossing 
Het is in dit voorbeeld handig om, voorafgaande aan het differentiëren, met behulp van logarit- 
meformules de uitdrukking voor f(x,y) te vereenvoudigen. 


Zetxyse In (y) = e' -(2inx+blny) 


Nu bepalen we de partiële afgeleiden. 


OE A y oni ny te? (2-1+5-0) =g”. (2vmx+5yiny +2) 
Or X X 
OL Xy xy 1 — Y 5 
o -x (2inx+-5iny) +e -({(0+5--]} =e - |2xinx+ 5xlny +- 
y y y 


Gegeven: u = f(s,t) = s'. Gevraagd n en u 
3s Qt 


Oplossing 
u. 
Bij het bepalen van u is t als constante te beschouwen. s* is dan een macht met een con- 


S 


u 
stante exponent. Er geldt dus i -Is 
S 


u. 
Bij het berekenen van A is het grondtal als constante te beschouwen. Er geldt daarom 


t—1 


ðu t 
= 35 Ifs 
ðt 
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Bij functies van meer dan twee variabelen gaan we op overeenkomstige wijze te 
werk. We differentiëren de functie naar één variabele, terwijl we alle andere varia- 
belen als constante beschouwen. We herhalen deze behandeling voor elke variabe- 
le. Het aantal mogelijke partiële afgeleiden van de eerste orde is dus gelijk aan het 
aantal (onafhankelijke) variabelen van de functie. 


De toestandsvergelijking van een ideaal gas kunnen we als volgt schrijven: 
p awh- Ra 


Hierbij is p de druk, n het aantal mol gas, T de absolute temperatuur, 4 het volume en R de 
universele gasconstante. 


We bepalen de drie partiële afgeleiden: — DE = n. = RT 
Ən Y V 

OP p? Ro 

oT V vV 

w RaT (ye) n 

OV V V 


Herschrijf p zonodig eerst in een vorm die differentiëren eenvoudiger maakt. 
Vraag: Waarom bepalen we de partiële afgeleide naar R niet? 
m 


Partiële afgeleiden kunnen ook met behulp van Maple worden bepaald. We laten 
hieronder enkele mogelijkheden zien. 


Een expressie (of formule) kan partieel gedifferentieerd worden met het comman- 
do diff. Dit gaat als volgt. 
TEI ERADHE Ep 


Zi= 3x + 6y 
LEE ( ) # 

6x 
> QLEE (Z; Yy) 

6 


Een mooiere uitvoer is te krijgen door gebruik te maken van Diff (let op de hoofd- 
letter D). Di £f rekent niets uit maar noteert alleen. 
> DILTE (z x) =d iff (zy X)? 


2 (3x + 6y) = 6x 


Rechtstreeks een expressie differentiëren kan natuurlijk ook. 
> Diff (x^2*sin (y) +x*exp(y),x) =diff (x^2*sin (y) +x*exp (y) ,X) ; 


2 


ka (x sin(y) +x e”) = 2x sin(y) + e” 
T 


Partieel differentiëren van een functie is mogelijk met het commando D. We defi- 


s 
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niëren eerst een functie en differentiëren achtereenvolgens naar de eerste variabele 
(x) en naar de tweede variabele (y). 
=E= (Ry) =>xA2* sin (y) tx*exp (y); 
i 2 oi y 
f:= (x,y) > Xx” sin(y)+xe 


SATORI LLT CEJ? 
dfdx := (x,y) — 2x sin(y) + e” 
>dfdy:=D[2] (£) ; 


dfdy := (x,y) > x? cos(y) + xe’ 


We hebben de afgeleiden een naam gegeven, die natuurlijk vrij gekozen kan wor- 
den. De uitkomsten zijn weer functies van twee variabelen. 


We berekenen de waarde van de partiële afgeleide naar y in het punt (x,y) = (1,0). 
>dfdy (1,0); 


Opgaven bij 5.4 


KA Bepaal de partiële afgeleiden van de eerste orde van de gegeven functie van twee 


variabelen. 
a u=2x°y Cc üs Lat 4 
b u= cos (2y) d g= In (u? ) 


Ka Bepaal de eerste orde partiële afgeleiden de gegeven functie van twee variabelen. 


2 2 
a z=lnvu +v è u= vett 


b t=e” sin w d w= sin(3z— 5y) 


B Bepaal de eerste orde partiële afgeleiden de gegeven functie van drie variabelen. 


a ie Py z d ens Pada 
b u= 3xy — 2yz + 4xz ē w = zsin (x? - 5t) 
i 32 
c z= sin(uvw) f P= In(y Z u) 
4 De kinetische energie van een lichaam met massa m en snelheid v is gegeven door 


E= l mv. Bepaal pE en E 
2 ðm ov 


Van een driehoek ABC met de zijden a, b en c, en de hoeken A, B en Cis de opper- 


vlakte gegeven door t = lab sin C. Bepaal Li =i en ar 
2 da ðb AC 


Een variabele weerstand R in een stroomkring met spanning U heeft een vermogen 
2 
WAF = Si Bepaal ae en ue 
R ðU OR 
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Een doos zonder deksel heeft breedte x, lengte y en hoogte z. Druk de oppervlakte O 
wek ðO ðO JO 
uit in x, y en z en bepaal —, — en —. 
Ox Oy oz 


BE Bij isotherme uitzetting (de temperatuur T is daarbij constant) van een gas van vo- 


lume V, tot volume V, is de uitwendige arbeid W = n RT In Ya (n is het aantal 
l 


OW OW OW 


mol en R is de universele gasconstante). Bepaal —. — - en — 
On Ə Və ƏV 
A əz ə 
Ed Gegeven z = e*. Toon aan dat set ge = (), 
ox Oy 


10) Gegeven u = sin G +y). Toon aan dat y — „2e ap 
Ox oy 
ðu du 
= 


KH Gegeven u = e* (x — y). Toon aan dat — + — 
Ox Oy 


5.5 Meetkundige betekenis van de partiële afgeleiden van een functie van 
twee variabelen 


In deze paragraaf bekijken we de meetkundige betekenis van de partiële afgeleiden. 
We maken daarbij gebruik van de meetkundige betekenis van de afgeleide van een 
functie van één variabele (zie Deel 1, paragraaf 4.4). 


Stel dat de functie z = f (x,y) een grafiek heeft die overeenkomt met het oppervlak 
in figuur 5.16. Punt P(x0,y0,2o ) is een willekeurig maar vast punt op het oppervlak. 
We tekenen een vlak, evenwijdig aan het yz-vlak, dat de x-as snijdt in x = x,. Het 
oppervlak en het vlak snijden elkaar langs de kromme SPQT. Het punt A(x,,/0,0) 
is de projectie van P op het xy-vlak. We houden x constant (x = xo ) en geven de y- 
coördinaat y) een toename Ay = AB = PR. We bewegen ons dus in het vlak x = xo 
naar rechts. Tegelijkertijd neemt de functie f (x,y) toe met een bedrag Az = RQ. 
Het punt B(x9,yo + Ay,0) is dan de projectie op het xy-vlak van het punt 
Q(xo Vo + AFZy + we) Dit punt Q ligt het oppervlak z = f (x,y). 


De lijn door P en Q maakt een hoek 8’ met het xy-vlak. Deze hoek vinden we terug 
in APQR : ZPQR = p'. 
_QR Ayz 


Er geldt: tan (3’ 
g (67) PR Ay 


Als Ay tot 0 nadert, dan nadert de lijn door P en Q tot de raaklijn in P (nog steeds in 
het vlak x = x}, evenwijdig aan het yz-vlak). Tegelijkertijd nadert 8’ tot 8. Hoek £ is 
de hoek die de raaklijn in het punt P aan de kromme SPQT maakt met het xy-vlak, 
beter gezegd, met de richting van de positieve y-as. Met een limietovergang leidt 
dit (volgens formule (5.14)) tot: 


hm ZE Es ing (5.15) 





RO 
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Figuur 5.16 
ndige betekenis van 
formule (5.15) 


Figuur 5.17 
ndige betekenis van 
formule (5.16) 
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We kunnen dus vaststellen dat de partiële afgeleide 7 in punt P (met x = xg en 
y = Yo) gelijk is aan de richtingscoëfficiënt van de raaklijn Ty aan de kromme, die 


ontstaat door snijding van het oppervlak z = f(x,y) en het vlak x = xo. 


Wanneer we deze redenering herhalen voor een vlak, evenwijdig aan het xz-vlak, 
dat de y-as snijdt in y = yọ (zie figuur 5.17), krijgen we een soortgelijk resultaat als 
formule (5.15). 

Axz dz 


lim — = tango 5.16 
Ax=0 Ax Ox l ) 








X 


De partiële afgeleide oz is (met x = Xə en y = yọ) gelijk aan de richtingscoëfficiënt 
van de raaklijn Tx aaf de snijkromme, waarlangs het oppervlak z = f(x,y) en het 
vlak y = yọ elkaar snijden. Hoek « is de hoek die Tx maakt met de positieve richting 
van de x-as. 


Wanneer de raaklijn Ty (zie figuur 5.16) op het xy-vlak wordt geprojecteerd, heeft de 
projectie dezelfde richting als de positieve y-as. Daarom noemen we Pe de rich- 
tingsafgeleide van z = f(x,y) in de positieve y-richting. Dit geldt ook in de x-rich- 
ting: de projectie van Ty (zie figuur 5.17) op het xy-vlak heeft dezelfde richting als 
de positieve x-as. De partiële afgeleide 2e heet de richtingsafgeleide van z = f (x,y) 


in de positieve x-richting. 
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Het raakvlak V in punt P aan het oppervlak z = f(x,y) wordt opgespannen door de 
raaklijnen Ty en Ty. 

Zonder dit verder aan te tonen geven we de vergelijking van dit raakvlak. We stellen 
a= tango en b = tang. De vergelijking van het raakvlak V is dan: 


Z — Zo =a(x — xo) + bly — yo) (5.17) 


Hierin is zo de z-coördinaat van punt P, dus geldt z} = f (Xo-Yo ). 


Opmerking 
Als het raakvlak evenwijdig is aan de z-as of als de z-as in het raakvlak 
ligt, is het linkerlid van formule (5.17) gelijk aan 0. 


In het punt P kunnen we oneindig veel raaklijnen aan het oppervlak z = f (x,y) trek- 
ken. Deze raaklijnen liggen allemaal in het raakvlak V. Willen we een derde raaklijn 
in P bepalen, dan moeten we de richting daarvan aangeven met een vector v in het 
xy-vlak. We moeten dan z = f(x,y) differentiëren in de richting die Y heeft. Hoe 
deze zogenaamde richtingsafgeleide bepaald kan worden valt buiten het bestek van 
dit boek. 


Gevraagd: de vergelijking van het raakvlak in het punt met x = 3 en y = 4 aan het opper- 


vlak met vergelijking z = /x + y`. 


Oplossing 

We bepalen de gevraagde vergelijking met behulp van Maple. Eerst definieren we een functie 
van twee variabelen. Daarna bepalen we het bedoelde punt op het oppervlak. Vervolgens be- 
palen we de partiële afgeleide naar x en de waarde in het aangegeven punt. Daarna de par- 
tiële afgeleide naar y in het aangegeven punt. Hiermee stellen we met behulp van formule 
(5.17) de vergelijking op van het raakvlak. Ten slotte wordt de vergelijking nog herschreven. 
>f:= (x,y) sqrt), 


bn 
>a:=f (3,4); 

de 
„spartatgxs D[1] (I); 





partafgx := (x, y) — 


x+y 
zb:=partafgx(3,4):; 
hae 
5 
>=es=D[2] (£F) (3,4); 
4 
C: 
5 - 
>raakvlak:=z-a7b*(x 3)tc*(y-4); 
3x 4y 


raakvlak := z — 5 = — - 5 + 
5 5 


„z-solve(raakvlak,2Z); 
KM 
5 5 
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Opgaven bij 5.5 


Gegeven het oppervlak z = x + y. Bepaal ook zonder Maple de vergelijking van 
het raakvlak aan het gegeven oppervlak in het punt met x-coördinaat 3 en y-coördi- 
naat 4. 


Gegeven de halve bol met de vergelijking z = 1/4 — xX — f. Ga na dat het gegeven 
punt op de halve bol ligt en bepaal de vergelijking van het raakvlak aan de halve 
bol in het gegeven punt. 


a (l,1,V2) b (22,0) 


c (2,0,0) 


De totale differentiaal 


De differentiaal van een functie y = f(x) van één onafhankelijke variabele x, heb- 
ben we in paragraaf 4.8 van Toegepaste Wiskunde, Deel 1 gedefinieerd als 


dy 
dy = mar (Sax 5.18 
y=f (x) (5.18) 
We bekijken nu een functie z = f (x,y) van twee variabelen. Als x variabel is, terwijl y 


constant wordt gehouden, is z een functie van x. De partiële differentiaal van z naar 
x definiëren we als: 


dez = Z. dx (5.19) 
ox 

Op een gelijksoortige manier definiëren we de partiële differentiaal van z naar y als: 
Oz 

d,z=—.-d 5.20 

Y Oy y ( ) 


De differentiaal dz, die we de totale differentiaal van de functie z = f (x,y) noemen, is 
gedefinieerd als de som van de partiële differentialen: 


dz = dz 4d zer Zap (5.21) 
”  Əx Oy 
Op een overeenkomstige manier wordt de totale differentiaal dz van de functie 
Ze f (Ri, ed) gedefinieerd als: 
oz oz oz 
dz = — dx, +— dx, +... +— dx (5.22) 
Be OP aw ” 


We bepalen de totale differentiaal van de functie z = f(x,y) = 3x?y — yx. 
We berekenen eerst de partiële afgeleiden van z, naar zowel x als naar y. 


OZ- 1 3y 

— = 3 . 2xy — By: —- = BXy — — 

Ox Rn 2x VX 

Oz 2 

= = 3x VX 

Əy 

Dus geldt: 
Oz Oz z) 2 

dz = — dx + —dy = | 6xy — —- |dx + (IX — 6vx Jd 
7 n ( a ( vx) y 
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Voorbeeld 15 We bepalen de totale differentiaal van de functie p = f(n,V,T) = RT 


In voorbeeld 12 zijn de drie partiële afgeleiden berekend. Daarmee krijgen we: 


RT Rn RnT 
d> dn de Idy 
} o o Ee 


Voorbeeld 16 Gegeven de functie z = f(x,y) = xy. Wanneer we x veranderen met een bedrag Ax en tege- 


lijkertijd y met een bedrag Ay, dan verandert z met een bedrag Az. Bepaal het verschil van 
de differentie Az en de totale differentiaal dz. 








Oplossing 

We bepalen eerst de totale differentiaal dz : 
Oz z 

dz = — dx + — dy = ydx + xd 
IX Dy yY y y 


Als we x en y een verandering geven van respectievelijk Ax = dx en Ay = dy, is de veran- 
dering van z daardoor 

AZ = Zew — Zoud — Xt Axy + Ay) — X 

xy + XAy + yAx + AxAy — xy 

= XÂy + yAx + AxÀy 

— xdy + ydx + dxdy 


Het gevraagde verschil is dus: 
Az — dz = (xdy + ydx + dxdy) — (ydx + xdy) = dxdy 


Dit verschil kunnen we ook grafisch duidelijk maken. Figuur 5.18 geeft dit weer. Het verschil 


tussen dz en Az is gelijk aan het oppervlak van de rechthoek met de zijden Ax en Ay, ofwel 
AxAy = dxdy 


Figuur 5.18 Ay 





Opdracht 
Bekijk figuur 5.16 en 5.17 en ga na wat daarin het verschil is tussen Az en 
dz. 
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Opdracht 
Bereken het verschil tussen de totale differentiaal dz en de differentie 
Az van z=xy voor het geval dat x=2, y=3, dy= 0,001 en 
dy = —0,003. Bereken de totale differentiaal en de differentie ook afzon- 
derlijk en controleer het gevonden verschil. 


Uit voorbeeld 16 en het resultaat van de opdrachten blijkt dat, als de differenties 
Ax(= dx) en Ay(= dy) bijna nul zijn, het verschil tussen de werkelijke differentie 


Az en de totale differentiaal dz zeer klein is. Van deze eigenschap zullen we in de 
volgende paragraaf gebruikmaken. 


Opgaven bij 5.6 


Bepaal de totale differentiaal van de volgende functies. 


a zer" c z= sin(x+ 2y) 
D z= /Xy d z=eIn(2s+1) 


Bepaal de totale differentiaal van de volgende functies. 
a t=arctan(uv) d t=(u+v)lnw 


utv 


b u=x yz e t=e" sin(u+w) 


2 
C u=xye” 





Bij gebrek aan een zakrekenmachine benadert iemand arctan (Gos) door 


arctan (2) 7X arctan =) = aen 1 = be 
0,99 l 4 


Welke fout wordt daarbij gemaakt? N.B. Deze vraag kan beantwoord worden zon- 
der een rekenmachine te gebruiken! 


Toepassingen in de foutenleer 


Uit paragraaf 4.8 van Toegepaste Wiskunde, Deel 1 weten we dat bij kleine verande- 
ringen in x (Ax = dx is bijna nul) het bedrag waarmee de functie y = f (x) verandert, 
te benaderen is door de differentiaal dy = f’ (x)dx. 

Voor functies van twee of meer variabelen geldt iets soortgelijks. Zo geldt voor 
z = f(x,y) dat bij kleine veranderingen Ax = dx en Ay = dy de werkelijke verande- 
ring in z (Az) benaderbaar is door de totale differentiaal: Az ~ dz. Volledig uitge- 
schreven met behulp van formule (5.21): 


Az = oa Ax + az Ay (5.23) 
ox Oy 

Uit formule (5.22) volgt een overeenkomstige formule voor een functie 

z = f (XXX) van meer dan twee, bijvoorbeeld n variabelen. 

Aan Eni + EA Ft AN, (5.24 
OX, OXy Si | 


De formules (5.23)en (5.24) vinden veel toepassing in de foutenleer. 
Met een fysische meting kunnen we de waarde van een grootheid (bijvoorbeeld de 
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lengte van een draad) meestal niet voldoende nauwkeurig bepalen. Wanneer we 
bijvoorbeeld een lengte hebben gemeten van 5,6 cm, dan hebben we rekening te 
houden met een absolute fout van 0,05 cm. De lengte kunnen we dan als volgt aan- 
duiden: L= (5;,6-20,05) cm 


In het algemeen schrijven we een meetresultaat als de gemeten waarde plus of min 


een benaderde waarde van de absolute fout: X werkelijk = X gemeten + |ÂX|. 

De relatieve fout in de gemeten waarde x is gedefinieerd als 

Ax absolute fout 
Ax) _ (5.25) 

|x] | gemeten waarde| 

Als een grootheid z gegeven is door de formule z = f (x1,X1,. -X „), waarbij 
XXX, gemeten waarden zijn, willen we vaak de maximale absolute fout in z, 
tengevolge van de meetfouten in x, ‚xj, Xx, weten. Hiervoor kunnen we formule 


(5.24) gebruiken. We willen de maximale fout, dus de fout in een zo ongunstig mo- 
gelijke situatie berekenen. Om dat te bereiken mogen de gevolgen van de meetfou- 
ten in x,,xj,...,X, elkaar niet compenseren. Daarom moeten de termen in het 
rechterlid van formule (5.24) hetzelfde teken hebben. Dit bereiken we door van de 
termen in die formule de absolute waarden te nemen: 


Oz 
Ax 
xr, ~ 





Fasad (5.26) 














De maximale relatieve fout van z kunnen we berekenen door |Az| door |z| te delen 
(dit is vergelijkbaar met formule (5.25)). 


Aan een rechthoekig, houten blok zijn lengte, breedte en hoogte gemeten met als resultaten 
achtereenvolgens 10,0 cm, 8,0 cm en 6,0 cm met daarin elk een absolute aul van 0,05 cm. 
Bepaal de maximale absolute en relatieve rour y van de inhoud. 


Oplossing EE E -y 
We zien de lengte, breedte en hoogte van het plok als hide met de namen |, b enh. 
Voor de inhoud V geldt dan V=l-b-h. Volgens formule en l) is de totale differentiaal v van 
de inhoud: - n 


OV OV N 
dV — =d + db + dh- bhdl + Ih db + Ib dh 
ihn 
Via one (5.26) leidt dit tot de maximale absolute fout 
AV — [bhAl]| + [lhAbl + IIbAh| | | 
—80-6,0- 0,05 +100 6.0- 0,05 +10.0- 80: 005 = 94cm? 
An | a a 94 


— 7x 0, 02, oftewel ongeveer r 2%. 
o ~ 10,0-8,0:6,0 480,0 | 





De maximale relatieve aur: is: 


Arne 
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Volgens de wet van Ohm is de stroomsterkte in een stroomkring met spanning U en weer- 
stand R gelijk aan | = = Voor een bepaalde stroomkring is gegeven: U = (30,0 + 0,05)Volt 


en R (2,5 + 003)0. 
Bepaal de maximale absolute en relatieve fout in |. 


Ta n a’ Aa Aa aa l 
l= dus -n — — -z Odatd= dU SdR= ed -dR 
R oU R OR R OU OR R R 


De maximale absolute fout in | ís 











Idi = Fau SaR - oos SC 0030.164 = 072A 
R R 2,5 (2.5) 
Dit geeft voor de stroomsterkte: | = Te de 12 + 02A. 
De maximale relatieve fout in | is a — En =~ 0,014, oftewel ongeveer 1,4%. 


We kijken naar de maximale relatieve fout in het product p van twee variabelen x en 


9 ð 
Er geldt: p = x - y en dus Ë = y en Æ = x. 
ox Oy 
Voor de maximale relatieve fout in p geldt: 
Op op 
Pac Pay 
Ap] _ z ðy yAx+xAy| _ lyAx| _ lxAy| _ [Axl , lAyl 
p| [xy] xy byi MY 


De maximale relatieve fout in het product is dus gelijk aan de som van de maximale 
relatieve fouten in de afzonderlijke variabelen. 


Opdracht 

Toon aan dat de maximale relatieve fout in het quotiënt van twee varia- 
belen gelijk is aan de som van de maximale relatieve fouten van de af- 
zonderlijke variabelen. 


Opmerking 

Uit het voorgaande blijkt dat het bij producten en quotiënten handig is 
om te rekenen met relatieve fouten. Dat wordt dan ook meestal gedaan. 
Zonodig wordt dan achteraf nog de absolute fout bepaald. 


Opdracht 
Toon aan dat de absolute fout in de som of een verschil van twee varia- 
belen gelijk is aan de som van de absolute fouten in de beide variabelen. 
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Voor de kinetische energie van een lichaam met massa m en snelheid v geldt de formule 


Ek- Tnv. Volgens metingen is EK = (32,0 + 0,02)J en m = (1,0 + 0,05)kg. 
Bepaal de maximale absolute fout in v. 


Oplossing zn 
Uit de formule voor de kinetische energie volgt voor de snelheid: v = dn (ga dit na). 
We bepalen de snelheid bij de gemeten waarden van E‚ en m. k 


v=, e = 8,0 m/s 
1,0 

















Voor de maximale absolute fout in v geldt: |Av| = 2 AE] t a Am 
OE, Om 
We bepalen de beide partiële afgeleiden: x ee I — : L 
FE a m am 
en m 
wool (-=5) S 
m y m 2v m m` v 
m 
Dus 
1 F 1 32 
[Av = |=: AEk t z7 Am ==: 0,02 + 0.05 — 02025 = 0,2m/s 
mv m v 1-8 1-8 











De maximale absolute fout |AL] in de grootheid L is niet altijd een goede maat voor 
de fout. Hij kan onwerkelijk groot worden. We lichten dit met onderstaand voor- 
beeldje toe. 

Stel dat we de lengte willen weten van een fabrieksmuur die ongeveer 30 meter lang 
is. Omdat we de beschikking hebben over een meetstok van ongeveer 1 meter, moet 
de stok ongeveer 30 keer gebruikt worden. 

De totale lengte Lis dan de som van 30 lengten L}, k = 1,2,...30. Er geldt dus: 
L= L; FL, +... + Lag 


Volgens de theorie geldt voor de absolute fout: 
[AL] = JAL; | + [AL | +... + |AZ30 | 


Het ligt voor de hand alle 30 absolute fouten aan elkaar gelijk te stellen en een waar- 
de te geven van 0,5 cm: [AL | = |AL‚| = … = [AL | = 0,5 cm. Hieruit volgt dat 
AL = 30: 0,5 = 150m. 

Als de meting van de gehele muur een aantal keren herhaald wordt, blijkt dat de 
meeste meetresultaten niet meer dan 3 tot 4 cm afwijken van het gemiddelde van 
alle metingen. De verklaring van dit verschijnsel is als volgt. In de definitie van de 
maximale absolute fout hebben we door het nemen van de absolute waarde in feite 
gesteld dat veranderingen in de variabelen altijd hetzelfde teken hebben (positief). 
In werkelijkheid zijn sommige veranderingen positief en andere negatief, zodat ze 
elkaar (gedeeltelijk) opheffen. De afwijking van Lis daarom in werkelijkheid kleiner 
dan de maximale absolute fout in L. 

Een betere maat voor de fout in L is de zogenoemde standaardafwijking. Dit is een 
grootheid die in vrijwel ieder statistiekboek voorkomt. 


Ge AE ERS F 7 
„Ant 
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In de voorbeelden 17, 18 en 19 hebben we steeds de maximale fout geschat in een 
grootheid die afhangt van twee of meer variabelen. We veronderstelden daarbij 
dat de meetfouten in de gemeten waarden van de variabelen bekend zijn. 

Het komt ook voor dat we willen dat de maximale fout in het resultaat van een be- 
rekening niet groter is dan een bepaalde waarde. Dit heeft tot gevolg dat we eisen 
stellen aan de maximale fout in de gemeten waarden. Dit kan dan weer consequen- 
ties hebben voor de meetmethoden en de kwaliteit van de meetinstrumenten waar- 
mee de variabelen gemeten moeten worden. Voorbeeld 20 laat zien hoe we daarbij 
te werk gaan. 





Volgens de toestandsvergelijking van een ideaal gas geldt voor de druk p de formule 
p- Knvb) RE hierin is n het aantal mol, R de universele gasconstante, V het volume 


en T de absolute temperatuur. 
De gestelde eis is dat de maximale relatieve fout in de druk niet boven de 1,5% mag komen. 
Welke consequenties heeft deze eis voor de meetfouten in n, T en V? 


Oplossing 
We beginnen met het maken van een schatting van de te meten variabelen. De universele 
gasconstante is constant, er geldt: R = 8,31J/(mol - K). Verder stellen we dat 

3,0 -10°K, Ves 1,010 “m enn = 0,10mol. 


T 0,10-3,0-10° 


Hieruit volgt dat p = Re ss 8,31. Z255. 10°N / m°. 





1,0-10 ° 
Met behulp van de totale differentiaal van p, kunnen we de maximale relatieve fout bereke- 
nen. 
y 
[Ap] _ An] , JAT] , [AV 
|p] |n| [T] V| 


De maximale relatieve fout in p is dus de som van de maximale relatieve fouten in n, T en V 
(toon dit zelf aan). 


Omdat de maximale relatieve fout in p hoogstens 0,015 mag zijn, stellen we dat de drie maxi- 


male relatieve fouten ieder 0,005 zijn. Dus ee = a = n = 0,005 
n 


waaruit volgt 
|An| = 0,005|n| = 0,005 - 0,10 = 5-10 “mol 


IAT| = 0,005|T| = 0,005 - 3,0 - 10° = 1,5K 
IAV| = 0,005|V| = 0,005 - 1,0 - 107? = 5 - 10 ~f m? 
Wanneer we n, T en V meten, moeten we er dus op letten dat de maximale absolute fouten 


de berekende waarden niet overschrijden. 
a 
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Opgaven bij 5.7 


Van een rechthoekige driehoek zijn de rechthoekszijden gemeten als 
a = (3,0 +0,05) cm en b = (4,0 + 0,05) cm. 
Bepaal de maximale absolute fout in de schuine zijde c = d tb. 


Op een lichaam werkt een kracht F = (6,0 + 0,05) N, waardoor het lichaam over 
een afstand s = (1,0 + 0,02) m wordt verplaatst. De hoek tussen de kracht en de 
weg is 9 = 60° + 0,5’. 

Geef een schatting van de maximale relatieve fout in de verrichte arbeid 
W = Fs cosd. 


Voor het traagheidsmoment / ten opzichte van de as door het middelpunt van een 


cilinderschijf met straal r en massa m geldt I = m. 


Geef een schatting van de maximale relatieve fout in /, als na meting blijkt dat 
r= (4,0 + 0,02) cm en m = (3,5 + 0,02)ke. 


De brandpuntsafstand f van een lens wordt gegeven door de lensformule Beni + > 
a 


Hierin zijn a en b respectievelijk de voorwerpsafstand en de beeldafstand. Geef een 
schatting van de maximale absolute fout in f, als a = (15 + 0,2) cm en 
p = (5,0 + 0,04) cm. 


De afgelegde weg s bij een eenparig versnelde beweging (dat wil zeggen een bewe- 
ging met constante versnelling a) wordt berekend met de formule s = vgt + zat. 
Hierin is v, de beginsnelheid en t de tijd. 

Geef een schatting van de maximale absolute fout in s, als gemeten zijn: 
Vo = (5,0 + 0,02) m/s, a = (0,40 + 0,004) m/s? en t= (5,0 +0,01)s. 


Tijdens een proef waarin men een onbekende weerstand X wil meten, wordt de 
brug van Wheatstone gebruikt. X wordt berekend met de formule X = 5R waarbij 


a en b gemeten lengten zijn en R een bekende weerstand. We veronderstellen dat 
a= 0,2m en b 7x 0,8 m. Ris gegeven door R = (4,0 + 0,01)9. 

Bepaal de maximale absolute fouten in a en b waarbinnen we ons moeten houden, 
om ervoor te zorgen dat de maximale relatieve fout in X niet groter is dan 0,02. 


De splijtingsformule van een radioactieve stof is m = m” . Hierin is mọ de be- 
ginmassa (dat is de massa op tijdstip t = 0), m de massa op tijdstip t en à de splij- 
tingsconstante. 

Bepaal de maximale waarde van de maximale absolute fouten in mọ en t, opdat de 
maximale relatieve fout in m hoogstens gelijk is aan 0,006. Neem daarbij aan dat dat 
Mo ~ 3 - 107°kg, t ~ 600 s en A ~ 0,003 s |. 


In een stroomkring moet een een parallelschakeling worden ingebouwd, bestaande 
uit twee aan te leveren weerstanden R} en R, met waarden van respectievelijk 49 
en 64. 

Welke eisen moeten we stellen aan de nauwkeurigheid in de waarden van R} en R}; 
om ervoor te zorgen dat de maximale relatieve fout in de vervangingsweerstand R, 


waarvoor geldt — = — + —, niet groter is dan 0,01? 
RRA B 
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Functies van twee of meer variabelen 


De afgeleide van een samengestelde functie, de totale afgeleide 


In deze paragraaf bekijken we een functie van twee (of meer) variabelen, waarbij 
deze variabelen zelf weer een functie zijn van één en dezelfde andere variabele. 
We gaan na hoe de afgeleide naar deze ene nieuwe variabele te bepalen is. 


We bekijken de functie z = f(x,y), van twee variabelen x en y. Deze twee variabelen 
zijn op hun beurt een functie van de onafhankelijke variabele t. Dan heet z een sa- 
mengestelde functie van t. We nemen aan dat z = f(x,y) een continue functie is, dat 
de partiële afgeleiden ed en Č continu en dat x en y differentieerbare functies zijn 
van t. aes, 

De afgeleide dz noemen we de totale afgeleide van z naar t. Deze wordt gegeven door 


dz _ ðzdx _ dzdy 
dt Oxdt Oydt 
Formule (5.27) ontstaat als we in de formule voor de totale differentiaal (formule 
(5.21) linker- en rechterlid delen door dt. 


(920) 


Gegeven: z = X Xy + y’, x = sinten y = cost. 


Z 
Bepaal —. 

dt 
Oplossing 
We bepalen de benodigde afgeleiden. i 

z z X y 

— = 2x +y. — = Xx+ 2y. — = costen — = — sint 
Dx D di dt 


Voor de totale afgeleide van z naar t geldt 
dz Ozdx Ozdy 
Td == (2x + y) cost + (x + 2y)(— sint) = 
dt Oxdt Oydt Y) i n! ) 

= (2 sint + cost) cost — (sint + 2 cost) sint 


— 2sintcost + cos°t— sin t — 2costsint = cos°t — sin t — cos (2t) 


In het laatste gedeelte van de berekening zijn x en y gesubstitueerd, zodat z uiteindelijk ex- 
pliciet in t werd uitgedrukt. ! 
m 


Opdracht 

Bereken < uit voorbeeld 21 ook op een andere manier. Druk z eerst in t 
f 

uit en differentieer de gevonden uitdrukking rechtstreeks naar t. Verge- 


lijk de twee methoden met elkaar. 












Voorbeeld 22 


Voorbeeld 23 


196 Functies van twee of meer variabelen 


Een deeltje beweegt zich in een plat vlak. Op tijdstip t bevindt het zich in het punt met de 
coördinaten x = 1 + 3t en y = t+2 (x en y zijn in meters en t is in seconden gegeven). 
Bereken de grootte van de snelheid waarmee het deeltje zich beweegt ten opzichte van de 
oorsprong op het moment t = 1s. 


Oplossing 

De afstand van het deeltje tot de oorsprong is r = x A y“. 

We bepalen de benodigde afgeleiden: 

Ao o a l l o o y 


Ə 3J [x y x? +y? Oy xX? +y? dt dt 


De totale afgeleide van r naar t is dan: 
dr __ ðr dx ðrdy _ yÊ  _ 3x+3yť 


dt Əxdt  ðydt -~ ~ one = o 


Op het moment t = 1 geldt x = 1 +3- l-4a: -l + 2 = 3, zodat 


H a a 3433 2 dlas 
dt Tl VX Ny t=] 3 +4 9 5 
Py 
x=4y=3 
Opmerking 


De snelheid van het deeltje in voorbeeld 22 heeft niet alleen een variabe- 
le grootte, maar ook een variabele richting. De snelheid is dus een vec- 
tor(functie) (zie hoofdstuk 2). Het gevonden resultaat geeft uitsluitend 
de grootte van de snelheid en zegt dus niets over de richting ervan. 


We bekijken de inhoud van een rechte cilinder op het moment dat de straal 2 cm en de hoog- 
te 10 cm bedraagt. Op dat moment neemt de straal toe met een snelheid van 1cm/s en 
neemt de hoogte af met een snelheid van 4cm/s. Hoe snel verandert de inhoud van de cilin- 
der op dat moment? 


Oplossing 

De variabelen zijn de straal en de hoogte van de cilinder. De straal noemen we r en de hoogte 
h. De formule voor de inhoud van de cilinder is dan V = mrh. We berekenen de partiële af- 
geleiden van V naar r en h op het moment dat r = 2 cm en h = 10 cm. 


ON | r=2,h=10 


H ee [m | = r -2° = 4r 
Əh r=2,h=10 r=2,.h=10 


Gegeven is dat — lcm/s en = = —4 cm/s. Uit formule (5.27) volgt dan: 


dV OVar , OVdh 


Ee Aia Tad 4) 2 
a aa aa S T a o 


De uitkomst is positief, dus de inhoud van de cilinder neemt toe met een snelheid van 
24r cm°/s ~ 15,4 cm/s. 
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Een speciaal geval van formule (5.27) doet zich voor, wanneer x gelijk is aan de on- 


afhankelijke variabele t, dus x = t. In dat geval is = = Je 
Formule (5.27) gaat dan over in 


dz Ozdx Ozdy Oz Ozdy m 

De ee Ed Waarbij a = F) = f(b 5.28 

dt Oxdt dydt Ax Oydt J f(xy) =f ty) ( ) 
O dz 


Tot slot van deze paragraaf wijzen we op het verschil tussen en Er 


Met 5 duiden we de afgeleide van z naar t aan, waarbij y constant gehouden wordt. 


Maar df daarentegen is de totale afgeleide, die ontstaat door y ook als een functie 


van ź te beschouwen. 
Opgaven bij 5.8 


Bepaal £ voor de volgende functies. 
a z=% + 2xy, waarbij x = 2t en y = a 


b z= sin(2x + 3y), waarbij x = 31° en y = ar, 


xX .. e 
c z= ¢@”, waarbij x = sinten y = cost. 


d á ž= In (x +y” ), waarbij x = e‘eny=e |. 


Een deeltje verplaatst zich in het xy-vlak. Op tijdstip t zijn de coördinaten 
x= tf" +2ten y= DE tel teen y zijn in meters en tis in seconden gegeven). 
Bepaal de grootte van de snelheid van het deeltje ten opzichte van de oorsprong op 
het moment t = 2s. 


Voor de oppervlakte O van een rechte, gesloten cilinder met straal x en hoogte y 
geldt O = 27 x° +xy |. 

Bereken de snelheid waarmee dit oppervlak verandert op het moment dat x = 6 cm 
en y = 8cm en op dat moment de straal met 1 cm/s afneemt en de hoogte met 
4 cm/s toeneemt. 


Impliciet differentiëren 


Het kan voorkomen dat een functie van één variabele niet (expliciet) geschreven 
kan worden in de vorm y = f(x), maar wel impliciet door middel van een vergelij- 
king van de vorm 

Fry) == 0 (5.29) 


Zo kan bijvoorbeeld de expressie x+,/y= Iny niet als functioneel verband 
y = f(x) geschreven worden. Deze expressie kan wel geschreven worden in de vorm 
F(xy) = 0, namelijk met F(x;y) = 2/7 — lny. 

Soms is het ook gemakkelijker om een functie die wel expliciet geschreven kan wor- 
den, toch impliciet te schrijven. De vergelijking van de cirkel e+ y = ] bijvoor- 
beeld is in deze vorm impliciet veel gemakkelijker beschreven dan in expliciete 


vorm y= 4V1- x°. 












Voorbeeld 24 


Voorbeeld 25 
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Om een impliciete functie te kunnen differentiëren is het niet nodig om deze eerst 
expliciet te schrijven. In paragraaf 4.8 van Toegepaste Wiskunde Deel 1 is al aange- 
geven hoe een impliciete functie kan worden gedifferentieerd. Impliciet differentië- 
ren kan echter ook heel gemakkelijk met behulp van partiële afgeleiden uitgevoerd 
worden. 


Stel z = F(x,y), waarbij y een functie van x is. Uit formule {5.28) volgt dat 

dz _ dF OF OFdy (5.30) 
dx dx Ox Oydx 

Als y = f (x) de functie is die impliciet geschreven is volgens formule (5.29), kunnen 
we definiëren z = F(x,y) = F(x‚f (x)) = 0. De functie z is daarmee een functie van 


twee variabelen, die voor elk getallenpaar (x,y) nul is. 


Omdat de afgeleide van 0 gelijk aan 0 is, geldt z = 0, zodat 


ae + Or ay ee p (5.31) 
Ox dy dx 
Onder voorwaarde dat oE Æ 0, kunnen we (5.31) schrijven in de vorm 

OE Y 
dy e (5.32) 
dx dE 

Oy 


We bepalen EL voor de impliciet gegegeven functie ke 2xy + 4 = 0. Met de zojuist geïn- 
X 


troduceerde schrijfwijze krijgen we F(x,y) = X 2xy + 4. Dan geldt: 


A a noa naofa ni —2x. 
OX Oy 
Substitutie hiervan in formule (5.32) leidt (onder de voorwaarde dat x Æ 0) tot 
oF 
Yo r AN iy 
dx OF 2x X 
Əy wa 
Opdracht 


Schrijf y uit voorbeeld 24 als expliciete functie en ga na dat het zojuist 
verkregen antwoord juist is. Teken ook de grafiek van de functie. 


Gegeven: e +x — y = 0. Bepaal x 
X 
Oplossing 
F(xy) =e” +x — yen w ye” + 2x oTo l a 
OX Oy 


Dit geeft voor de gevraagde afgeleide: 


dy ye ix y 
— = ————, mits xe 1 
dx xe 1 e | 


Ook functies van twee of meer variabelen zijn soms impliciet geschreven. Om hier- 
van partiële afgeleiden te berekenen kunnen we op een soortgelijke manier als in for- 


& 
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mule (5.32) te werk gaan. Als z een functie van x en y is, die impliciet gedefinieerd is 
door de vergelijking: 

Fixy) =D (5.33) 
dan kunnen we formule (5.33), wanneer we y constant houden, beschouwen als een 
relatie tussen z en x. Als we vervolgens de afgeleide van z naar x willen berekenen, 
passen we formule (5.32) toe terwijl we hierin y door z vervangen. De afgeleide die 


we op deze manier krijgen is in werkelijkheid een partiële afgeleide: 


Ôz Ox 
a ZZ Ox mits oE z% 0 (5.34) 
ox OE Oz 

oz 
We kunnen ook x constant houden. De redenering blijft dezelfde en levert het vol- 
gende resultaat: 





OF 
Jz E- 
DE mi 0 (5.35) 
Oy dE ôz 

oz 


Gegeven: an 3y’ +27 -6 =0. Bepaal de partiële afgeleiden van z naar x en y. 


Oplossing 
Definieer eerst: F(x,y,z) = a 3y? tri B 
Hieruit volgt: SN or = y en al =a QZ. 
OX Oy Oz 
o 5 2 
Volgens formule (5.34) is = mits z Æ 0 
Ox OF 4z 2z 
oz 
o > 3 
gita asv ee db 
Oy OF 4z 2z i 
8z 


Wanneer we van een impliciet geschreven functie F(x,y) = 0 de lokale maxima en/ 


of minima van y willen bepalen, dan moeten we stellen -m 0. Dat betekent dat de 


teller van formule (5.32) nul moet zijn, dus Z =p. 
x 


Gewoonlijk leidt dit tot een vergelijking in x en y. Samen met de vergelijking van de 
gegeven kromme F(x,y) = 0 geeft dit een stelsel van twee vergelijkingen met twee 
onbekenden, dat we dan oplossen. 

Dit leidt tot een of meer punten (x,y), waar de raaklijn aan de grafiek van y = f (x) 
evenwijdig is aan de x-as. Een tekenoverzicht van de eerste afgeleide is echter niet 
eenvoudig te maken. Om te bepalen of we in deze punten met lokale maxima of mi- 
nima te maken hebben, of met een horizontaal buigpunt, kunnen we m in deze 
punten bepalen. Als deze tweede afgeleide positief is, dan is de grafiek in het be- 
wuste punt convex (bol); er is dan sprake van een minimum. Bij een negatieve 
tweede afgeleide is de grafiek concaaf (hol); er is dan sprake van een maximum. 
Als de tweede afgeleide ook gelijk is aan 0 is kunnen we nog geen conclusie trekken. 


Als we de lokale extremen willen bepalen van x kunnen we stellen = = 0. Voor de 
y 
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OE 
= Ook deze formule geldt 


Ox 


bepaling van = kunnen we formule omkeren: = = — 
y 


alleen als noemer ongelijk is aan 0. 
Voorbeeld 27 Gegeven de impliciet geschreven functie x — 2xy + 4 = 0 (zie voorbeeld 24). Bepaal de lo- 


kale extreme waarden van y en de bijbehorende x. 


Oplossing 


Definieer weer F(x,y) = x? — 2xy + 4. Er geldt Fixy) =- 0 
i = 0 d — 0, dus als 2x — 2y = 0. Dit geeft y = x. 
dx ox 


We substitueren y = x in de vergelijking Xo 2xy + 4 = 0 en krijgen KK e 
Dit geeft x = 2 of x = —2. 


Omdat y = x, krijgen we bij x = 2 : y = 2 en bij x = —2 krijgen we y = —2. 


Er zijn dus twee punten waar Y = 0, namelijk (2,2) en (—2, — 2). 
X 


Nu moeten we nog nagaan of er sprake is van een minimum, een maximum of eventueel een 


o d*y - dy x-y 
andere situatie. Daarvoor bepalen we P Dit doen we door L = —— (zie voorbeeld 24) 


X X X 
naar x te differentiëren met behulp van de quotiëntregel. 


tn an dy 
2y X ( 3 (x y) 1 Xr” 
X X X 


C | E 


In de punten (2,2) en (—2, — 2) die we bekijken geldt È U 
X 
ZZ 


2 
In het punt (2,2) geldt dus: H = z— =- > 0 ; y heeft daar dus een (lokaal) 


X 
minimum. 


2 
In het punt (—2, — 2) geldt: E n en -; < 0 ; y heeft daar dus een 


dx a (-2) 


(lokaal) maximum. 


Opdrachten 

e Ga na dat xuit voorbeeld 27 geen (lokale) extreem kan hebben. 

e Bekijk de grafiek die getekend is in de opdracht na voorbeeld 24. 
Ga na dat de zojuist gevonden resultaten overeenstemmen die 
grafiek. 
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Opgaven bij 5.9 


Druk e van de volgende impliciete functies uit in x en y. 
x 


a y= 2xy + 3y” A c — lIn(3x-— 2y) — yy = 
b e siny+xy=0 d x +lnŽ=0 
7 


In de volgende vergelijkingen is sprake van impliciet geschreven functies van twee 


variabelen. Druk ra en La uit in x, yen z. 
Ox Oy 


2 2 2 


a 3 —-2y -z =0 c  xyz— In(xyz) = 0 


b xX Hy + —2Xy+2xz + 4yz = 0 d sin(2x+3y)— cos(3y +22) = 0 


Bepaal de vergelijking van het raakvlak in het punt (1,1,1) aan de ellipsoïde met de 
2 2 2 

vergelijking a + a + A + Ëx + Lel, 
4 9 4 9 6 


Gegeven: de impliciet geschreven functie E 2xy + 2y = 1 
Bepaal de lokale maxima en/of minima van y en x. 


Partiële afgeleiden van hogere orde 


Net als de afgeleiden van functies van één variabele kunnen ook partiële afgeleiden 
van functies van twee of meer variabelen nogmaals worden gedifferentieerd. 


Van de functie z = f(x,y) zijn de partiële afgeleiden van de eerste orde: 

oz oz 

— = Ay en = / X, 5.36 
a de Dy fy) (5.36) 


meestal weer functies van de variabelen x en y. Van deze partiële afgeleiden kunnen 
we opnieuw partiële afgeleiden bepalen. De functie z = f(x,y) heeft in totaal vier 
partiële afgeleiden van de tweede orde, omdat we de twee partiële afgeleiden in 
(5.36) zowel naar x als naar y kunnen differentiëren. 


Deze vier afgeleiden zijn: 








zis tweemaal achter elkaar partieel naar x gedifferen- 
tieerd 











zis eerst partieel naar x gedifferentieerd, waarna de uit- 
komst hiervan partieel naar y is gedifferentieerd 














zis eerst partieel naar y gedifferentieerd, waarna de uit- 





komst hiervan partieel naar x is gedifferentieerd 




















zis tweemaal achter elkaar partieel naar y gedifferen- 
tieerd 
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We bepalen de partiële afgeleiden van de tweede orde van de functie 
z=) X + 2xy*. 


Eerst berekenen we de partiële afgeleiden van de eerste orde: To = f (xy) = W 2y en 
X 


oz 
a = f (x.y) = Ay. 
De vier partiële afgeleiden van de tweede orde zijn: 
a'z Z 
> on ol xn) = (2 + 2y } = x 
O7 Z 
>- DVO =p) = (2 +2) = 4 
oz 
> ——— =f (xy) =— (4xy) = 4 
DKN xy) a y) = 4y 
z 
» r = fy Y) = S (w) — Ax 
E 
In voorbeeld 28 zien we dat oz = f) ne Da = f „(x,y ) aan elkaar gelijk 
ðyðx A ðxðy V 


zijn. Dit is niet toevallig. We kunnen namelijk aantonen dat in het algemeen geldt: 
ô'z _ oz (5.37) 

ðyðx Əxőðy 

Eventueel moeten bepaalde discontinuïteitspunten uitgezonderd worden. We kun- 

nen dus vaststellen dat de volgorde van twee opeenvolgende partiële differentiaties 

naar verschillende variabelen onbelangrijk is. De functie z = f (x,y) heeft dus in 


feite slechts drie verschillende partiële afgeleiden van de tweede orde. 








We kunnen ook partiële afgeleiden van een hogere orde definiëren. Een functie van 
twee variabelen heeft acht partiële afgeleiden van de derde orde. Uit elk van de vier 
afgeleiden van de tweede orde komen er immers twee van de derde orde voort. Ook 
hier kunnen we het aantal terugbrengen. We houden uiteindelijk slechts vier echt 
verschillende partiële afgeleiden van de derde orde over. | 

Met z = f(x,y) krijgen we door: 


e drie keer naar x te differentiëren: 5 = fF) 


e twee keer naar x en eenmaal naar $ ete differentiëren: 
zs _ Ps _ Pz 
ðyðx?  OxOyox Ox Oy 


e eenmaal naar x en tweemaal naar y te differentiëren: 








oz _ oz _ Pz 
Oy dx Əðyðxðy əðxðy" , 
e driemaal naar y te differentiëren: F > Fy ŒV) (5.38) 


Ook hier is de notatie met de functie en als index de variabele waarnaar gedifferen- 
tieerd wordt mogelijk. 
Ôz g'z 


n Oz 
Zo geldt bijvoorbeeld: DE far Oh mengen EFP = fxyx en Dox 


ne 


e 
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Van een functie van drie variabelen, u = f (x,y,z), kunnen we drie partiële afgelei- 

















den van de eerste orde bepalen: ad En en za (5.39) 
tor z 

Er zijn negen, waarvan zes verschillende, partiële afgeleiden van de tweede orde, 

Fu Fu Fu Fu Fu fu fu Fu u 

ox? Əy oZ'ovox Oxöy ozöx Ozöx  Əzðy Ozdy ie 


Het aantal partiële afgeleiden van de derde orde is 27, waarvan tien verschillende. 
Nadat we de partiële afgeleiden van de derde orde hebben gevonden, kunnen we 
op dezelfde manier partiële afgeleiden van een nog hogere orde bepalen. 


Maple 
We laten zien hoe partiële afgeleiden van orde twee of hoger bepaald kunnen wor- 
den met behulp van Maple. Differentiëren van expressies gaat weer via het com- 
mando diff. We geven enkele voor beelden: 
BESS EKATEEKD (29) PZ YAL F 

zi 3e” ri xy 
We differentiëren twee keer partieel naar x. 
SDILE (Er EX) SALEL (Zr) 


a 
ox 


(2y) 3 


(3x e + Ky) = 18xe ” + 2y 
Bij hogere afgeleiden is het dollarteken ($) handig. We differentiëren z driemaal 
partieel naar x. 

> Diff (zZ, KOI) SLEE (2,853)? 


3 ; 
Gr e +Y = 18e” 
We bepalen nog enkele partiële afgeleiden. 
= DiE (zi xoa V2 =QLET (zr, vre) s 


o’ 3 (29) 
Oy ox 
> DLEE (Z, 8, Yr YR) QIFT (ZR, V, YX) 


+x y) = 72xe” +4 


o’ ( PA ay ) 
ðxðy" OX 


P pä 


af xy) = 72xe' 
Voor meerdere malen partieel differentiëren van een functie gebruiken we het 
commando D. We bepalen dezelfde afgeleiden als hierboven. De 1 en de 2 tussen 
de rechte haken achter de D verwijzen naar respectievelijk de eerste en tweede vari- 
abele, in ons geval de x en de y. Hoewel niet noodzakelijk, geven we de afgeleide ook 
steeds een naam. 


> f:= (x,y) ->3*t3kexp (2*y) +x2*yA2; 
f := (x,y) > 3x e +a y 
> fz: =D L] (£) 7 
fax := (x, g) — 18xe ”) + 2y° 
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es AseD[I631 (fje 
fxxx := (x,y) > 18e“) 
> Tys =D|[2z1x1] (f)? 


(2y) 


fyxx := (x,y) — 36xe' “’ + 4y 
>fryyx:=D[1;2;2r1] tfl} 

fxyyx := (x,y) — 72xe®” +4 
=fay2me=D(1,282,11 {E}; 

fxy2x := (x,y) — 72xe” +4 


Opgaven bij 5.10 








2 
KEK Toon aan dat am əz voor de volgende functies. 
ðyðx dxdy 
5.2 23 
a Z=Xy +3 y c z=xiny+ylnx 
b z=(3x-2y) d z=e’ sin(x—y) 


Ka Bepaal de verschillende partiële afgeleiden van de tweede orde van de volgende 


functies. 
a z= sim(bx+3y) c Z= @* cosy 
b gsc" d z=e’ lnx 


Bepaal de verschillende partiële afgeleiden van de tweede orde van de volgende 





functies. 
a t= lInw + (sin w)(lnz) c u=Ży z2 
b ¿survint d gap 77 
V 
2 2 
cai Gegeven: u = sin (2x) cos (6y). Toon aan dat 9 oH = ou 
Ox Oy 
2 2 
Be Gegeven: u = In (x +). Toon aan dat 2u f gH —= 0. 
Ox Oy 
92 2 
WE Gegeven: u = arctan F. Toon aan dat: g F -a = 0. 
xX OX Oy 
2 2 2 
Gegeven: u = x In {Toon aan dat: x? A + Ary a ej na TR 0 
x% OX 


OXxÒy Oy B 





& 
| 
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Extreme waarden van een functie van twee variabelen 


Met behulp van de partiële afgeleiden van een functie van twee variabelen 
z = f(x,y) kunnen we de eventueel aanwezige lokale maxima en minima opsporen. 
Deze waarden komen overeen met de hoogste dan wel met de laagste punten op 
het oppervlak, behorend bij de vergelijking z = f(x,y). We doelen hier op punten 
op het oppervlak die hoger respectievelijk lager liggen dan de punten in hun on- 
middellijke omgeving. 


lets netter geformuleerd: 

Als de functie z = f(x,y) op het domein Df gedefinieerd is en het punt (a,b) is een 
inwendig punt van Df, dan heeft de functie een lokaal maximum in (a,b) als: 

f(a,b) > f(x,y) (5.41) 
voor alle punten (x,y) # (a,b) die voldoende dicht bij het punt (a,b) liggen. 

Een soortgelijke definitie krijgen we voor een lokaal minimum. Dan moet echter 
voor al deze punten gelden dat: 

f(a,b) < f(x,y) (5.42) 


Opmerking 

Als aan formule (5.41) voldaan is voor alle (x,y) uit het domein van de 
functie, dan heeft de functie een globaal maximum voor (a,b). Als aan 
formule (5.42) voldaan is voor alle (x,y) uit het domein van de functie, 
heeft de functie een globaal minimum voor (a,b). Deze extreme waar- 
den kunnen we vinden door bijvoorbeeld de grafiek van de functie 
z = f(x,y) in een ruimtelijk coördinatenstelsel te tekenen. 


We gaan nu bekijken hoe de punten waar een functie van twee variabelen lokale 
maxima of minima heeft gevonden kunnen worden. 


Of …n Of 


We nemen daartoe aan dat van de functie z = f (x,y) de partiële afgeleiden pm en —- 
Xx 


bestaan in (a,b), waarbij (a,b) een inwendig punt van het domein van de functie is. 
Als de functie een lokaal maximum of minimum in (a, b) heeft, geldt 


of (a,b) = 0 en of (a,b) = 0 (5.43) 
Ox oy 


De voorwaarden in (5.43) zijn als volgt te verklaren. Wanneer y = b is z een functie 
van één variabele: z = f (x,b) = g(x). Als z = f (x,y) een lokaal maximum of mini- 
mum heeft voor x = a, dan betekent dit dat Ss (a) = 0. Dit kunnen we ook schrijven 
als: 2L (a,b) SY 

Fen soortgelijke redenering gaat op voor alle punten met dezelfde x-coördinaat 
x =a. De functie z = f (a,y) = h(y) heeft een lokaal maximum of minimum voor 
y = b, dat wil zeggen dat T (b) = 0. Hieruit volgt onmiddellijk Lab) = 0, de 


tweede voorwaarde in (5.43). 












Voorbeeld 29 


Voorbeeld 30 
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Opmerking 

Wanneer in een bepaald punt aan de voorwaarden in (5.43) is voldaan 
loopt het raakvlak aan het oppervlak z = f(x,y) in dat punt evenwijdig 
aan het vlak z = 0 (het grondvlak). Dit is gemakkelijk na te gaan door 
formule (5.17) toe te passen. Dat het raakvlak evenwijdig aan het vlak 
z = 0 loopt, wil echter nog niet zeggen dat er sprake is van een (lokaal 

minimum of maximum. Ook in een zogenoemd zadelpunt kan het raak- 
vlak evenwijdig zijn aan het vlak z = 0. Vergelijk dit met de situatie bij 
een horizontaal buigpunt bij een functie van één variabele. 


De zojuist gemaakte opmerking maakt duidelijk dat de formulering (5.43) een 
noodzakelijke, maar nog niet voldoende voorwaarde is voor het aantreffen van lo- 
kale extreme waarden. 


We onderzoeken de functie z = f(x,y) = t y’ op extreme waarden. 


We bepalen de partiële afgeleiden: EE = 2x en de — Ry. 


Voor x = 0 eny = 0 zijn deze beide anle aigale den gelijk aan nul. In het punt 

(x.y) = (0,0) bezit f(x,y) dus mogelijk een (lokale) extreme waarde. We onderzoeken of dit zo 
is. We bepalen de functiewaarde f(0 + h,0 + k) = f(h,k) voor een punt (0 + h,0 + k) in de 
buurt van (0,0). Daarna bekijken we het verschil met de functiewaarde f(0,0), behorend bij de 
eventuele extreme waarde. Voor het verschil Af geldt: 


Af = f(h,k) — f(0,0) = h? + k —0 =h? +k. | 
Het verschil is de som van twee kwadraten en omdat (h,k) # (0,0) is deze som altijd positief. 


De functie f heeft daarom een lokaal (en zelfs globaal) minimum voor (x,y) = (0,0). De mini- 
mumwaarde van Zis Z n = f(0,0) = 0. 


De grafiek van de functie is een omwentelingsparaboloïde (zie figuur 5.8). 


Onderzoek de functie z = g(x,y) = x” — y? op extreme waarden. 


Oplossing 

Het onderzoek bij de functie g verloopt vrijwel op dezelfde manier al voor de functie f in het 
voorgaande voorbeeld. Ook voor de functie g zijn beide partiële afgeleiden gelijk aan 0 in het 
punt (0,0) maar nu is Ag = hê — kê. Ga dit na! 


Voor h Æ 0 en k = 0 geldt: Ag = h? > 0, maar voor h = O en k Æ 0 geldt: 


Ag- k -0 
Er is dus geen sprake van een minimum of maximum voor (x,y) = (0,0). 
De grafiek van deze functie is een hyperbolische paraboloïde (zie figuur 5.9). Van dit opper- 
vlak is het punt (0, 0, 0) een zadelpunt. 
Eà 


Uit het voorgaande blijkt dat bij (a,b) als resultaat van (5.43) niet alleen maxima en 
minima maar ook een zadelpunt kan horen. In voorbeeld 30 heeft de functie g een 
lokaal maximum in de ene richting en een lokaal minimum in de andere richting 
(zie figuur 5.9). 


maid A t- > . 
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Alle punten (a,b‚f (a,b)) op het oppervlak z = f(x,y), waarvoor (x,y) = (a,b) voldoet 
aan de voorwaarden in (5.43), worden stationaire punten van z = f (x,y) genoemd. 
Om het juiste type (maximum, minimum of zadelpunt) vast te kunnen stellen gaan 
we voor de eenvoudige gevallen uit van de formules (5.41) en (5.42). Voor ingewik- 
kelde gevallen kunnen we met deze formules meestal niet uit de voeten. We zullen 
daarvoor de formules in (5.45) (zie hierna) gebruiken. 


In het algemeen geldt: 

Stel dat we met behulp van de voorwaarden in (5.43) het punt (a,b) hebben be- 
paald. We kunnen daarmee de functiewaarde f (a,b) berekenen. Ook kunnen we 
nu ook f(a + h‚b + k) bepalen, hierin zijn h en k kleine getalletjes (positief, negatief 
of nul), die niet tegelijk nul zijn. We bekijken dan het verschil Af van de functie- 
waarden. Er geldt: 

Af = f(a +h‚b+k)—f(a,b) (5.44) 


Als Af < 0 voor elke (kleine) waarde van h en k, dan moet f volgens formule (5.41) 
een lokaal maximum hebben in (a,b). Wanneer in alle gevallen Af > 0, dan heeft f 
volgens formule (5.42) een lokaal minimum in (a,b). Mocht het geval zich voordoen 
dat Af zowel positief als negatief kan zijn, afhankelijk van de keus van verschillende 
(kleine) waarden van h en k, dan moet f een zadelpunt hebben in (a,b). 





Voorbeeld 31 Sin | We onderzoeken de aard van de stationaire punten van de functie 
z = f(x,y) = 2y — X 2xy — 2y” 


We bepalen de beide partiële afgeleiden van f. = = —2x + 2y en A = 2 + 2x — 4y 
X y 
_ Voor een stationair punt stellen we beide partiële afgeleiden gelijk aan nul. 
Z =O levert —2x + 2y = 0 en dus x = y 
X 


zp, = O levert 2 + 2x — 4y = 0 en dus x — 2y = —1 


De eerste vergelijking vullen we in de tweede in en krijgen y — 2y = —1, dit geeft y = 1. 
Dit weer invullend in de eerste levert x = 1. Dus er is een stationair punt voor x = 1 en 

y I 

We bepalen Af met formule (5.44) en krijgen dan: 

Af = f(1 + h,1 + k) —f(1,1) 


Sd eet kk 
Om over de uitkomst een uitspraak te kunnen doen herschrijven we de laatste vorm: 
Af = =h? + 2hk — 2K? = — (h? — 2hk + K? ) — È = (hk) 


Nu blijkt dat Af < 0 voor alle te bekijken waarden van h en k. De functie f heeft een lokaal 
maximum voor (x,y) = (1,1) en 
ede ed 


In veel gevallen werkt de methode die in voorbeeld 29, 30 en 31 gevolgd is niet, om- 
dat het resultaat van formule (5.44) niet eenvoudig te herleiden is. Daarom geven 











Voorbeeld 32 
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we, zonder bewijs, nog een tweede, meer algemene methode om de aard van sta- 
tionaire punten te bepalen. 
Stel dat van de functie z = f (x,y) de beide partiële afgeleiden van de eerste orde ge- 
lijk aan nul zijn in (a,b) en de partiële afgeleiden van de tweede orde bestaan in 
(a,b). 

gz Fz il oz 


We definiëren: A = —> 


5, B= e 5 (5.45) 
OX OxÒy Oy 





Zonder bewijs geven we nu de volgende conclusies: 

1 Als AC — B? > O0 en A <0, dan is er een lokaal maximum in (x,y) = (a,b). 

2 Als AC — B° > 0 en A > 0, dan is er een lokaal minimum in (x,y) = (a,b). 

3 Als AC —B° <0, dan is er geen lokaal minimum en ook geen lokaal maximum, 
maar een zadelpunt in (x,y) = (a,b). 

4 Als AC — B° = 0 dan is verder onderzoek nodig om eventuele lokale maxima 
en/of minima te bepalen. 





Opmerking 
De uitdrukking AC — B? kan gezien worden als een 2 x 2-determinant: 
gz Ö'z 
2 |A B Ox _OxÒ 
ike -|5 c| = əz Pa 
Deze determinant wordt de Hessiaan (naar de wiskundige Hesse) ge- 
noemd. 


Onderzoek de functies z = f(x,y) = x +y enz = g(xy) = x? — y° met de formules in 
(5.45). Vergelijk het resultaat met dat van voorbeeld 29 en 30. 


Oplossing 
En 2 2 OZ Oz 
We bepalen de partiële afgeleiden van z = f(x,y) =X + y“ : — = 2x en — = 2y. 


OX Oy 


Voor x = 0 en y = 0 zijn deze beide partiële afgeleiden gelijk aan nul en f(0,0) = 0. 
Het punt (0,0,0) is dus een stationair punt. 





2 
De partiële afgeleiden van de tweede orde zijn: A = n =B- Be = en 
: Ox OxÒYy 
O7 
Əy 


Voor de Hessiaan AC — B? geldt dan: AC — B? = 2-2 — 0° = 4. Dus AC — B? > 0. Bo- 
vendien geldt: A > 0. Er is er een lokaal minimum in (x,y) = (0,0) en de minimale waarde 
İS Zain —f(0,0) = 0. 


De berekening voor z = g(x,y) = a y? verloopt vrijwel op dezelfde wijze, maar nu is 


A- 2B ent = 2mdisAC E — 4-0 


Er is dus geen lokaal maximum of minimum in (x,y) = (0,0), maar een zadelpunt. 


DN 
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Voorbeeld 33 





Voorbeeld 34 
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Gegeven: z = f(x,y) = ao y? — 3xy. 
Gevraagd: De lokale extreme waarden van z = f(x,y). 


Oplossing 

Twee noodzakelijke voorwaarden zijn: 

Z= 0, dit geeft 3x? — 3y = 0 en dus x° = yen 
X 


= — 0, dit geeft 3y” — 3x = Q en dus y? = X. 
y 


Substitutie van de eerste voorwaarde in de tweede geeft: 


xX —x=0,dit geeft x(x — 1) = 0, met twee oplossingen: x = 0 of x = 1. 


x = 0 geeft y = 0 en dus het stationaire punt (0,0,0). 
x = 1 geeft y = 1 en dus het stationaire punt (1,1, — 1). 


De partiële afgeleiden van de tweede orde zijn 
2 2 2 
dz Oz 3C Öz 


A= = BX, TN 5 =, =; by. 

OX xây Oy 
Voor (x,y) = (0,0) wordt A = C = 0 en B = —3. Omdat dan geldt AC — B < 0, vinden 
we geen lokaal maximum en ook geen lokaal minimum voor (x,y) = (0,0), maar een zadel- 





punt. 
Voor (x,y) = (1,1) wordt A = C = 6 en B = —3. Omdat dan AC — B? —27 > 0,enA >0 
is er lokaal minimum Z in = —1 voor (x,y) = (1,1). 


We bepalen opnieuw de lokale extremen van de de functie z = f(x,y) = x l y’ — 3xy (zie 
voorbeeld 33), maar nu met behulp van Maple. Eerst definiëren we de functie en vervolgens 
de punten waar de beide partiële afgeleiden gelijk zijn aan nul. 

>f: (x, yY) ->XA3tyA3-3*x*y; 





f := (xy) > XY — 3 
sSOEVve (DEINE) Oev) 9:DPI2] (£) (vd Ole [z, Yl); 


k Uy ael Ia RootOf(-Z° + Z+1,label = _L2), 
y = —1 — RootOf(.Z + Z + 1, label = L2)]] 


Naast de twee punten die we verwachtten, zijn er ook nog complexe oplossingen. Deze heb- 

ben we hier niet nodig. We bepalen de Hessiaan; daarvoor is het nodig om eerst de Maple-li- 
brary linalg te activeren. We maken van de Hessiaan een functie en bepalen de waarde in de 
twee stationaire punten. Daaruit trekken we conclusies over de aard van de stationaire pun- 

ten. 

zwith(linalg): 

>H: det (nhessian(f(x,y),;,[ix,Y]))? 


H- 3xy 3 
~ho o lct: unapply (H, (x, yl); 
hesfct := (x,y) — 36xy — 9 


-hesfot (0,0): 
—9 
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Voor (x,y) = (0,0) is er dus een zadelpunt. De functiewaarde is daar gelijk aan 0, want: 
ed (0,0); 
0 


We bekijken de Hessiaan voor (x,y) = (1,1). 
>hesfot(1,;, 1); 
27 
| Qi 
Voor (x,y) = (1,1) is er een extreme waarde. We bepalen A = he 


4 a=) 


SADE GE) CL, he 
A =6 


Omdat A > 0 is er sprake van een minimum voor (x,y) = (1,1). 
We bepalen de functiewaarde f(1,1). 
ef lr) 

—1 


Er is dus sprake van een minimale functiewaarde —1 voor (x,y) = (1,1). 


We besluiten deze paragraaf met een getallenprobleem. 


Voorbeeld 35 Van welke drie positieve, reële getallen is de som 6 en het product maximaal? 


Oplossing 
De getallen duiden we aan met x, y en z. We zoeken het maximum van het product u = xyz. 
Omdat x + y + z = 6 oftewel z = 6 — x — y, kunnen we het product u = xyz herleiden tot 


een functie van twee variabelen: u = xy(6 — x — y) = 6xy — x y — xy. 
Om de stationaire punten te bepalen berekenen we de beide partiële afgeleiden. 
ðu 


OE ey ny y eyb a nn oa e aoa y 
Ax oy 


Nulstellen van deze beide partiële afgeleiden levert: 


2 =? geeft y(6 K y) — 0, waaruit volgt: Vo 0 of 2x y= 6 
X 


5 = 0 geeft x(6 — x — 2y) = 0, waaruit volgt: x = 0 of x + 2y = 6 
y 


Door de vergelijkingen in dit stelsel met elkaar te combineren ontstaan de volgende oplossin- 
gen: | 
y=0enx=0 

y = 0 en x + 2y = 6, dus y = O enx = 6 

2x + y = 6 en x = 0, dus x = Q en y = 6 

2x + y = 6 en x + 2y = 6, dus (na enig rekenwerk): x = 2 en y = 2 


In de eerste drie gevallen is het product gelijk aan 0, in het vierde geval geldt: z = 2 (de 
som van x, y en z is immers gelijk aan 6). In dit laatste geval is het product gelijk aan 8. Dit 
is de maximale waarde van het product. De gevraagde drie getallen zijn dus alledrie gelijk 
aan 2. 

5 
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Opdracht 
Ga met behulp van de Hessiaan na dat de gevonden oplossing inder- 
daad voor een maximaal product van de drie getallen bepaalt. 


Opgaven bij 5.11 


Bepaal de stationaire punten van de functie. Ga met behulp van formule (5.44) na 
of het een (lokaal) minimum, (lokaal) maximum of zadelpunt betreft. 
a z=x +2 —6x+12 Ç z=X — 3y — 2% —18y -6 


b gip Be B d z=% +A4Xy — 10x — 4y 


Wat is de kleinste oppervlakte die een rechthoekige doos met een inhoud van 
1,0 mË kan hebben? 


Bepaal de eventueel aanwezige lokale maxima en minima van de volgende functies. 
a ZK + +AX-2y +6 c z =x" +2xy + 2y" + 6x-— 2y 


b z=x =y —2X+6y +5 d z=x -2x +y 


Bepaal de stationaire punten en de aard ervan (lokaal maximum, minimum of za- 
delpunten) van de volgende functies. 


a zet =y +3 +3 b z=x +XY+3 +y 


De kleinste kwadratenmethode 


In de bedrijfskunde, economie en de techniek hebben we vaak te maken met twee 
grootheden waartussen een bepaald verband bestaat. Dit verband volgt soms uit 
de theorie die eraan ten grondslag ligt, bijvoorbeeld de wet van Ohm: U =1-R. 
Het kan ook zijn dat het verband nog onbekend is en door meting dient te worden 
vastgesteld. Door metingen te verrichten bij verschillende waarden van de in te 
stellen variabele ontstaat een globale indruk van de relatie tussen de twee variabe- 
len. De relatie kunnen we bijvoorbeeld aanduiden als y = f (x). Omdat de gemeten 
grootheden in het algemeen een zekere mate van onnauwkeurigheid in zich heb- 
ben, voldoen ze in het algemeen niet exact aan de relatie. Door meer metingen te 
verrichten, krijgen we nieuwe meetwaarden, die ook slechts bij benadering aan de 
relatie y = f (x) voldoen. De vraag is vervolgens hoe we de meetresultaten het beste 
kunnen interpreteren. 


We zullen het geval bestuderen waarin we metingen verrichten aan twee groothe- 
den, bijvoorbeeld x en y. We weten, bijvoorbeeld op basis van de theorie, dat er 
een lineair verband tussen beide moet bestaan: y = ax + b. Wanneer de metingen 
tot exacte waarden zouden leiden, zouden de meetresultaten op een rechte lijn 
moeten liggen. Door de onnauwkeurigheid van de metingen liggen ze echter enigs- 
zins verspreid ten opzichte van die lijn (zie figuur 5.19). 

De vraag is: hoe bepalen we de rechte lijn y = ax + b die de meetresultaten (x; ,y; ), 
(X22) =» (XY) het beste benadert? 











Figuur 5.19 
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Een goede methode hiervoor blijkt de volgende te zijn. Kies de rechte lijn, zodanig 
dat de som van de kwadraten van de afwijkingen ten opzichte van de lijn zo klein 
mogelijk is. Met afwijking bedoelen we de verticale afstand tussen een punt op de 
lijn met dezelfde x-coördinaat en het meetpunt. De afwijking is dus het verschil 
van de ‘theoretische’ y-waarde op de lijn en de gemeten y-waarde. Het is de bedoe- 
ling de waarden van de parameters a en b te bepalen. Als deze bekend zijn dan ligt 
namelijk de rechte lijn vast. 

De ‘theoretische’ waarden van y op de lijn y = ax + b berekenen we door invullen 
van de x-waarde. Bij x, hoort de y-waarde y(x, ) = ax; + b, bij x, hoort de y-waarde 
y(x) = ax, + b, enzovoort. Het verschil tussen de theoretische en gemeten waarde 
is dan ax, + b — yı, ax, + b — yy, enzovoort. 


A a "iS 





gem? Ki gem) 





Yı 


De genoemde som van de kwadraten is 
flab) = (ax, +b-y1) +Haxg +b-y) +... + (at, + by) 
n 
= ) (ax +b— He) (5.46) 
k=l 


Dit is een functie is van twee onafhankelijke variabelen a en b. We willen een mini- 
male waarde van f (a,b) bepalen. Volgens paragraaf 5.11 is dan noodzakelijk dat de 


of 


partiële afgeleiden van de eerste orde gelijk zijn aan nul. Dus moet gelden rin 0 en 
a 


We berekenen de partiële afgeleiden. 


of g 1 
èe — = 5., 2 (axy +b — yg) Xk 
ða 2 ( ) 
n n n n 
= he (2ax, +2bx, — 2x) AK j, +2b 5, x-2 5, (xp) (5.47) 
k=l k=l k=1 k=1 
ao & i n n n 
e LY (2- (ax +b-y;) 1) =2a $ x +2b X; 1-2 Ð yy (5.48) 
ðb k= k=1 k=1 k=1 


Nulstellen van de beide partiële afgeleiden leidt tot een stelsel van twee vergelijkin- 


n 
gen met twee onbekenden. Bedenk hierbij dat $` 1 =n. 


Kel 
n n n 
òf o TE CPA u 2 (Ve) 
da k=l k=1 k=l 
geeft 
Ə n n 
CM a J tnb= F, Yr 


ðb k=1 kl 
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De sommaties in de vergelijkingen zijn, omdat alle meetpunten (x,y) bekend 
zijn, bekende waarden. Alleen a en b zijn onbekend. Bovenstaande vergelijkingen 
worden de normaalvergelijkingen van Gauss genoemd. Deze vergelijkingen zijn nog 
iets te herschrijven. 


We weten dat het rekenkundig gemiddelde van x,,x,,...x, gelijk is aan 


1 1 2 n 
Km == i F Fot == L ndas F Kp = Mee 
n "k=l k=1 


n 
Evenzo geldt );, Yk = NYgem: 
k=l 


De tweede vergelijking kan dan herschreven worden tot: anx 


gem T nb = ny gem EN 
dus AX em + D = Ygem 


Het stelsel normaalvergelijkingen wordt dan: 
Nn a n n 
p= k=] k=l (5.49) 
AX sem +b=y gem 


Door oplossen van dit stelsel vergelijkingen, kunnen we a en b bepalen. De gevon- 
den waarden van a en b maken de som van de kwadraten in (5.46) inderdaad mini- 


l 


maal. 


Opdracht 
Waarom is er sprake van een minimum en niet van een maximum? 


Opmerking 

Aan de tweede vergelijking van het stelsel is te zien dat het punt 
T Dem op de lijn y = ax + b ligt. 

De zojuist beschreven methode voor het bepalen van de rechte lijn wordt de kleinste 
kwadratenmethode genoemd. 


Voorbeeld 36 We bepalen een formule voor de snelheid v(t) van een lichaam, op basis van de meetwaar- 
den in tabel 5.1. 


Tabel 5.1 Tabel met gemeten snelheden op bepaalde tijdstippen 





Maak een tekening met de gegeven meetpunten. Zet daarbij de onafhankelijke variabele t 
op de horizontale as. De tekening geeft de indruk dat er een lineair verband bestaat tussen 
de tijd en de snelheid. Dit wijst op een beweging, die met constante versnelling a plaats- 
vindt en waarvoor volgens de theorie geldt: v = vọ + at. Dit is een eerstegraadstunctie en 
de kleinste kwadratenmethode ís daarom toe te passen. Als we dit vergelijken met de ver- 
gelijking y = ax + b uit de theorie, dan moeten we x vervangen door ten y door v. Boven- 
dien is de te berekenen waarde van b de v‚ uit de formule van de snelheid. 
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We bepalen uit de meetgegevens de sommen en gemiddelden die nodig zijn om de normaal- 
vergelijkingen op te stellen. Er zijn 5 meetpunten, dus n = 5. Er geldt: 


5 
2 k~ 041 TAr l 10 en dus typem =510 =2 


l 
5 | : | 
Seu ea a e0 mda V 
k=l | 
| | | 
23 k c 0 l8 tI- 3642 5243 6444. 8,0 = 65,2 
ki 
Ae 2 2 a nd 
dte TF 3 A 30 
Kent 


Het stelsel normaalvergelijkingen wordt daarmee 


a:30+b-10 = 65,2 
a -2,0 +b= 5,0 


Ditgeefta ~ 1,5 enb ~ 2,0. 
De gevraagde formule voor de snelheid wordt dan v — 2,0 + 1 Bt. 
a 


De kleinste kwadratenmethode kan ook toegepast worden op relaties tussen x en y, 
die niet lineair zijn, maar die wel tot lineaire vergelijkingen kunnen worden herleid. 
Als voorbeeld nemen we de relatie 

y = Bef” (5.50) 
Hierin is A een willekeurige en B een positieve constante. 

Deze relatie treffen we heel vaak aan bij praktische toepassingen. We kunnen die 
herleiden tot een lineaire relatie. Dit doen we door het nemen van de natuurlijke lo- 
garitme. 


lny = InB+ In(e^™) 


In y = ln B+ Ax (5.51) 
De laatste vorm geeft aan dat er een lineair verband is tussen x en In y. Dit betekent 
dat we in plaats van te rekenen met de meetpunten (x,y) over moeten gaan op de 
punten (x,,Y‚), waarbij Y, = In y‚. Grafisch betekent het dat er sprake is van een 
rechte lijn bij gebruik van enkellogaritmisch grafiekpapier (logaritmische schaal op 
de verticale as). 


In de normaalvergelijkingen nemen we Y, = In y, in plaats van y, en berekenen 


a= Aen b = InB. Daarna bepalen we A(= a) en B(— a”). 








à 
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Voorbeeld 37 Bij een chemische reactie is de massa m van een stof op tijdstip t gegeven door 
m= me“. Hierbij is mọ de massa op tijdstip t — 0 en k de evenredigheidsfactor. Ge- 
vraagd wordt mọ en k te bepalen op grond van de metingen, gegeven in tabel 5.2. 


Tabel 5.2 











t Gn minuten) |0 






|m (in gram) 








De formule m = me“ is om te werken naar: Inm = In Mg + kt. Er is dus een lineair ver- 
band tussen ten In m. We stellen z = In m. De vergelijking van de lijn wordt dan 
Zz = b + at, metb = In mo ena = k. 


We berekenen voor de in de tabel gegeven meetwaarden de waarden van z = In m. Dit 








geeft: 
t (in minuten) |0 10 20 30 
z=lnm 4,3 3,7 3,0 2.3 





| (m in gram) | 
en An a o 





We rekenen nu verder met t en z. Er zijn 4 meetpunten, dus n = 4. Er geldt: 


4 


2 te =0 +10 +20 + 30 = 60 en dus tem =} 60 = 15 

1 

SD Zk = 4&3 + 3,7 + 3,0 + 2,3 = 13,3 en duS Zgon = 7 > 13.3 = 3,325 
k=1 


4 
2 ea 0 4340.374 20 3,0 + 30:23 — 166 
k l 


4 
Dt = 0° + 10° + 20° +30 + 40° = 1400 
k=1 


Substitutie in de normaalvergelijkingen geeft 


a - 1400 + b - 60 = 166 
acti b= 3.325 


Ditgeefta ~ —0,067 en b ~ 4,33. Dus k ~ —0,067 en In mọ =~ 4,33, waaruit volgt 


4,33 A 


m =e =~ 16 gram. De gevraagde formule luidt daarom m = 76e gram). 
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Een ander voorbeeld waarbij een relatie wordt herleid tot een lineaire relatie om de 
kleinste kwadratenmethode te kunnen toepassen is de relatie y = B. 

We nemen weer de logaritme en krijgen y = Bx“ => In y= lnB+ In xŹ, dit geeft 
Iny=lnB+A-lInx. 

Als we stellen Y = Iny, X = lnx, b = InB en a = A, dan zien we het lineaire ver- 
band Y = b + ax. 

We nemen nu van beide variabelen de logaritme om tot een lineair verband te ko- 
men. Dit betekent dat de meetpunten weergegeven op dubbellogaritmisch grafiekpa- 
pier (logaritmische schaal op beide assen) te benaderen zijn met een rechte lijn. 


Opdracht 
Hoe wordt het beschreven kleinste kwadratenmodel op een functie van 
het type y = b + a sinx toegepast? 


Curvefitting 

Niet alleen voor eerstegraadsfuncties kan een kleinste kwadratenmodel worden af- 
geleid. Een willekeurige kromme of een willekeurige verzameling meetpunten kan 
worden benaderd door een veelterm van de graad m. 

pj =h tAE Fenin a” 


Formule (5.46) voor n meetpunten wordt dan: 


n 
f (a041, Am) = Ži (px) - Ye) 


GS 


We eisen nu dat alle partiële afgeleiden van de eerste orde gelijk zijn aan nul. Dit 


geeft: 
TT! 
dag da, da, 


Dit levert een stelsel van m + 1 normaalvergelijkingen met m + 1 onbekenden. 


Voor m = 1 levert dit de methode die aan het begin van deze paragraaf beschreven 
is waarbij we uitgaan van een rechte lijn als meest waarschijnlijke kromme tussen 
de meetpunten. 

Voor m = 2 zijn we op zoek naar een parabool als meest voor de hand liggende 
kromme. Er zijn dan drie normaalvergelijkingen met de drie onbekenden ag, a, en 
a. De vergelijkingen zijn (in alle sommaties loopt k van 1 tot en met n). 


2 
agn + a dik +a} Xy =} Yk 


2 3 
Ao Xp F Ai 2% +a, 2% =d MH 





2 3 4 2 
ao? X, tai’ xX, PDE = DEN 


Hiermee is lang nog niet alles gezegd over curvefitting. Ook op basis van andere cri- 
teria dan het kleinste kwadratencriterium kunnen meetpunten benaderd worden 
door krommen. Ook zijn er methoden waarmee een kromme door de meetpunten 
zelf wordt gelegd, ook weer op grond van bepaalde criteria. Hieraan besteden we 
in dit boek verder geen aandacht. 





Er zijn vele softwarepakketten die berekeningen kunnen maken met de kleinste 
kwadratenmethode. Gedacht kan worden aan Maple, maar ook het spreadsheet- 
programma Excel biedt hiervoor uitgebreide mogelijkheden. 
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Opgaven bij 5.12 


Bepaal met behulp van de kleinste kwadratenmethode de rechte lijn die het best de 
punten (1; 3,2), (2;4,7), (3; 6,9) en (4;8,9) benadert. 


Het absolute nulpunt Tọ kan met de proef van Gay-Lussac worden bepaald. Daar- 
toe wordt het volume V van een gas bij verschillende temperaturen T en bij een con- 
stante druk gemeten (zie tabel 5.3). 


Tabel 5.3 Resultaten van metingen bij de proef van Gay-Lussac 
































a StelV = ar + V) en bepaal aen V) met behulp van de methode van de kleinste 
kwadraten. 

b Het absolute nulpunt 7, is de temperatuur die hoort bij V = 0. Bepaal Tọ. 

N.B. Uit de literatuur is bekend dat T} = —273,15 °C. 


Een accu levert een stroomsterkte I aan een stroomkring met een uitwendige weer- 
stand R,. De accu heeft een inwendige weerstand R; en levert een bronspanning U. 
Er geldt: U = (R, + R; )1 , waaruit volgt R Bj = 


We stellen x = 5 en krijgen dan R, + R; = Ux, waaruit volgt R, = Ux- Bp 


Deze laatste geeft een lineair verband tussen x en R,. Er is een aantal metingen ge- 
daan, waarbij voor verschillende waarden van de weerstand R, de stroomsterkte Tis 
gemeten (zie tabel 5.4). De waarde van x is te bepalen uit de meetwaarden van I. De 
waarde van U en R; kan dan met behulp van de kleinste kwadratenmethode bere- 
kend worden. 


Tabel 5.4 Tabel met meetwaarden 








R‚(in 9) 























I(in A) 











Mono-energetische gammastralen worden uitgezonden in de richting van een ab- 
sorbator met dikte x. Achter de absorbator bevindt zich een Geiger-Müller-teller. 
Deze registreert de intensiteit / van de gammastraling die de absorbator passeert. 
De formule volgens welke dit proces verloopt, is I = Io ge waarbij ò de absorptie- 
coëfficiënt is en Jọ de intensiteit bij x = 0 voorstelt. 

De geregistreerde intensiteit wordt bepaald door het aantal pulsen per tijdseenheid 
te meten. 

Bepaal ô op grond van de meetresultaten uit tabel 5.5. 
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Tabel 5.5 








Een accu die een spanning U levert staat in serie geschakeld met een weerstand R 
en een condensator met capaciteit C. De stroomsterkte op een bepaald tijdstip tin 


dit circuit is gegeven door i = i(t) = —e 


Bepaal R en C op grond van de gegevens uit tabel 5.6 als verder bekend is dat 
U = 100V. 















i (in mA) 














Bepaal de vergelijking van de parabool met vergelijking y = ax” + bx +c, die op 
basis van het kleinste kwadratencriterium het beste aan de punten (—1; 1), (0; 0), 
(0; 0,5), (1; 1,5) is aangepast. 


Een lichaam verplaatst zich met een constante versnelling a en vanaf een punt met 
een afstand sọ tot de oorsprong. De beginsnelheid van het lichaam is v. Op tijdstip 
tis de afstand tot de oorsprong s = So + Vot + Sa”, 


Bepaal met behulp van de kleinste kwadratenmethode sp, Vo en a op grond van de 
volgende metingen (t; s), waarbij tin meters en s in seconden gegeven is. De metin- 
gen ($; s) zijn: (1; 5,8); (2;22,;1), (3; 47:9) en (4; 80,2). 


Herhalingsopgaven 


Beschrijf en teken in een xyz-assenstelsel de volgende oppervlakken. 
a z=x +y —4x+2y+6 
b x +4 = Ta 


egeven: U= Ee {X — . Loon aan dat — + — = U 
Geg "x-—y).T dat 24 q 27 
Ox Oy 


Door een weerstandsdraad met gemeten weerstand R = (1,5 + 0,5) gaat een elek- 
trische stroom met een gemeten sterkte I = (2,5 + 0,05)A. Gedurende een tijdsduur 
t = (10 + 0,5)s ontwikkelt zich een hoeveelheid warmte Q = RI °t, Geef een schat- 
ting van de maximale relatieve fout in Q. 


Twee lichamen met massa M en m hebben een massamiddelpuntsafstand r. Voor 

de aantrekkingskracht tussen deze lichamen geldt F = y——, waarbij y de gravita- 
r 

tieconstante is. Geef een schatting van de maximale relatieve fout in Fop grond van 


de volgende meetgegevens: 
M = (7,0 + 0,05) kg, m= (2,0 + 0,02) kg en F= (5,0 + 0,05) m. 
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Bepaal ey uitgedrukt in x en y, van de impliciet geschreven functie. 


a (sinx)(siny)— e” =0 b In (x +) — arctan Č = 0 
x 


Gegeven de functie z = 3x” + Dy”, Het punt (x,y) doorloopt de cirkel met middel- 
punt O(0,0) en straal 3 in het xy-vlak. Differentieer z naar de hoek ọ, die de voer- 
straal maakt met de positieve richting van de x-as. 


Bepaal de stationaire kritieke punten en hun aard (lokale maximum, minimum of 


zadelpunt) van de functie f (x,y) = p= y? — 6xy + 2. 


Bepaal met de kleinste kwadratenmethode de eerstegraadsfunctie die de punten 
(—2;7,7), (—1; 4,2), (0; 1,8), (1; —1,3) en (2; —5,0) het best benadert. 


Benader met behulp van de kleinste kwadratenmethode de meetpunten (0; 1,9), 
(1; 2,5), (2; 4,1), (3; 6,4), (4; 10,0) door een parabool van het type y = a + bx’. 


Driehoek ABC heeft twee vaste hoekpunten A(0,0) en B(3,0). Hoekpunt C beweegt 


zich langs een rechte lijn met parametervoorstelling x = 3t en y = 2 + 2t. Bereken 
de snelheid waarmee hoek A verandert op tijdstip t = 1. 


Samenvatting van hoofdstuk 5 


Definitie partiële afgeleiden van de eerste orde van een functie z = f(x,y) 


Oz … fœ+Ax,y)-f (xy) 
— = = y -5 l — e 
Dx Zr he) ÁE Ax 
Oz | … fxy+Ay)-f (xy) 
—— ZE aama š ames ] c O 
Oy fy hy (oy) vb Ay 


Meetkundige betekenis van de partiële afgeleiden van z = f(x,y) 
Het raakvlak in het punt (X0,/0,2p ) aan het oppervlak z = f (x,y) heeft vergelijking: 


Z — Zo =a(x-— xo) + bly — yo), waarbij a = 2 en b = FA 
OX | (xp Yo) Əy (XoYo) 
Totale differentiaal 
De totale differentiaal van z = f (x,y) is gedefinieerd als: 
dg = og dx + 2 dy 
ox Oy 
Bij kleine waarden van Ax en Ay geldt: 
Az = ês Ax + Oz Ay 
O O 
Voor een functie van n variabelen geldt: 
AZ = Tian EE A an 1N, 
OX, OX OX, 
Foutenleer 
De relatieve fout in een gemeten variabele x is: 
|Ax| _ absolute fout 


|x| [gemeten waarde) 
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Voor de absolute fout in een functie van n gemeten variabelen kunnen we schrij- 
ven: 

















Ag] = DE Ag + DE Az, a SP DE Ag, 
Ox, OX, OX, 
Totale afgeleide 


Als z= f(x,y) en x en y zijn functies van t, dan is de totale afgeleide: 
dz _ dede, ddy 

dt Oxdt Oydt 

Differentieren van impliciete functies 

De eerste orde afgeleide(n) van een impliciet geschreven functie F(x,y,z) = 0 zijn: 


5 OF 9 ƏF 
z ; Z ” 
2 = =a a == SAE waarbij Ez 0. 
Ox 2E Oy Ə 3z 
ðz OZ 


Afgeleiden van de tweede orde 
De tweede orde partiële afgeleiden van de functie z = f (x,y) zijn: 
Fz Fa Fz Fz 
— 5 = x,y), —— = fap (xy), — = fa (x,y) en — = f(X, 
Dx Pad y) ðyəx y y) Əəxðy i y) dy Tyt y) 
Ö'z _ öz 
ðyðx OxÒy 








In het algemeen geldt: 


Lokale extreme waarden van een functie van twee variabelen 
Bepaal de punten (a,b) waar de partiële afgeleiden van de eerste orde gelijk aan nul 


Pz 


ad (a,b) 





zijn. Bereken vervolgens: A = Eed ‚Be | o'z | en G= | 
əx” |(a,b) ÒxÒy | (a,b) 

Dan geldt: 

1 Als AC —B° > 0 en A < 0, dan is er een lokaal maximum in (a,b). 

2 Als AC — B? > 0 en A > 0, dan is er een lokaal minimum in (a,b). 

3 Als AC — B° <0 dan is er geen lokaal extreme waarde, maar een zadelpunt in 
(a,b). 

A Als AC — B° = 0 dan is verder onderzoek nodig om eventuele lokale maxima 
en/of minima te bepalen. 


De formule AC — B% kan als 2 x 2-determinant geschreven worden: 








Fz Fz 
Pe 
AC —B° = 5 a | Oxay , de zogenaamde Hessiaan. 
B C Fa., Oz 
ðxðy dy 


Kleinste kwadratenmethode 
De meetpunten (x,y, ), (X22) … (Xn Yn) worden benaderd door een rechte lijn 


y = ax + b. Daarvoor moet de som f (a,b) = >) (ax +b- Ay geminimaliseerd 
=l 
worden. Dit betekent dat het volgende stelsel normaalvergelijkingen opgelost moet 
worden. 
Nn 5 n n 
k=1 k=1 k=1 s MEt Xgom = 2e Te ON Jn = Z Ik 
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Leerdoelen hoofdstuk 6 


In hoofdstuk 6 en 7 van Toegepaste Wiskunde Deel 1 hebben we integratie naar één 
variabele behandeld. We hadden daar te maken met functies van één variabele. 
Nu we in hoofdstuk 5 functies van twee variabelen hebben leren kennen, ligt het 
in de lijn van de verwachtingen het begrip ‘integratie naar één variabele’ uit te brei- 
den tot ‘integratie naar twee variabelen’. Dit doen we door middel van een zoge- 
naamde herhaalde integraal. We zullen alleen bepaalde integralen, dat wil zeggen in- 
tegralen met grenzen, bestuderen. Om een herhaalde integraal te kunnen bereke- 
nen, moeten we over een gebied integreren omdat het domein van een functie 
van twee variabelen in het algemeen een gebied is. 

We beginnen met het definiëren van een herhaalde integraal. Voordat we een her- 
haalde integraal gaan berekenen, moeten we eerst gebieden kunnen beschrijven. 
Vervolgens gaan we integreren in rechthoekscoördinaten, daarna in rechthoeks- 
coördinaten. Toepassingen van herhaalde integralen zijn bijvoorbeeld het bereke- 
nen van inhouden en het berekenen van grootheden uit de mechanica. Hier beste- 
den we ook aandacht aan. 


Hoofdstuk 6 bevat de volgende onderwerpen: 
definitie van de herhaalde integraal 
gebiedsbeschrijvingen 

de herhaalde integraal in rechthoekscoördinaten 
de herhaalde integraal in poolcoördinaten 
berekenen van volume en oppervlakte 
toepassingen uit de mechanica 

bol- en cilindercoördinaten 
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Figuur 6.1a 


Figuur 6.1b 





Meervoudige 
integralen, 
bol-encilinder- 
coördinaten 


Definitie van de herhaalde integraal 


In paragraaf 6.2 van Toegepaste wiskunde Deel 1 hebben we gezien dat de oppervlakte 
onder de grafiek van een functie te berekenen is met behulp van een (enkelvoudige) 
integraal. We maken nu aannemelijk dat de inhoud onder de grafiek van een func- 
tie van twee variabelen te bepalen is met een dubbele integraal. 

We gaan uit van een positieve functie z = f (x,y) die gedefinieerd is op een begrensd 
gebied G in het xy-vlak (zie figuur 6.1a). 


y 





We bedenken dat ‘inhoud = oppervlakte grondvlak x hoogte’. In figuur 6.1b is het 
gebied G als uit figuur 6.la getekend in het xy-vlak. Voor het benaderen van de in- 
houd verdelen we G in n deelgebiedjes G,,G,,...,G,. Deze deelgebiedjes kunnen 
rechthoekjes zijn, maar dat hoeft niet. De oppervlakte van G; noemen we A A;. In 








HOOFDSTUK 6 





6.2 


224 Meervoudige integralen, bol- en cilindercoördinater 


G; kiezen we een willekeurig punt met coördinaten (x;,y;). De inhoud A V; van het 
lichaam boven het gebiedje G; tot aan de grafiek van f is bij benadering: 
A V; =f(xy:) : AA; 


Dit doen we voor alle waarden van i, dus voor i = 1,2,...,‚n en daarna kunnen we de 
totale inhoud V benaderen door de volgende som: 


Met het sommatieteken kunnen we de sommen schrijven als: 


n n 

V= 5 AVS D f(xy) AA, (6.1) 
kel ial 

We kunnen natuurlijk vele verschillende sommen zoals hiervoor beschreven op- 


stellen door het gebied G steeds op een andere wijze op te delen in deelgebiedjes 
en/of door andere punten (x;,y;) te kiezen. Als alle limieten voor n — oo (en daar- 
mee tegelijkertijd A A; — 0) van die verschillende sommen bestaan en gelijk zijn 
aan elkaar, dan zeggen we dat f integreerbaar is over G. We definiëren nu de her- 
haalde integraal. 


Definitie 
De herhaalde integraal van f (x,y) over het gebied Gis gedefinieerd door 

n n 
saven aan a rem aa fra oa 


G 


mits de limiet bestaat. 


Door in formule (6.1) de limiet te nemen voor n — oo (en dus AA; — 0) ontstaat de 
formule voor de inhoud van het lichaam onder de grafiek van f boven het gebied G: 


n 
V= „i, S F (x1) AA; =||fenda (6.3) 
i=l € 
Opmerkingen 


e De herhaalde integraal, waarbij over een tweedimensionaal ge- 
bied geïntegreerd wordt, heet ook wel de dubbele integraal. 

e Als feen continue functie is en G een gesloten gebied, dan is f inte- 
greerbaar over het gebied G. 


Opdracht 

In het voorgaande is sprake van een benadering van de inhoud V door 
een som van de inhouden van de n deellichamen onder de grafiek van 
een functie van twee variabelen. Waarom is de inhoud V niet exact gege- 
ven door deze som en waarom wordt de benadering steeds beter naar- 
mate n groter wordt? 


Gebiedsbeschrijvingen 


Voordat we een herhaalde integraal gaan berekenen, laten we aan de hand van een 
aantal voorbeelden eerst zien hoe we een gebied kunnen beschrijven, zowel met 
behulp van rechthoekscoördinaten als met behulp van poolcoördinaten. 


EE N MATTA E a 
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6.2.1 Gebiedsbeschrijving door middel van rechthoekscoördinaten 


We beginnen met de beschrijving van een rechthoekig gebied dat evenwijdig aan de 
assen ligt. Daarna beschrijven we ingewikkelder gebieden. 





Voorbeeld1 a Het gebied G in figuur 6.2 wordt begrensd door de lijnen y = 1, y = 4, x = 2 en x = 7. We 
zullen het gebied G op twee manieren beschrijven, namelijk door een doorsnijding evenwijdig 
aan de y-as en door een doorsnijding evenwijdig aan de x-as aan te brengen. 


1 In figuur 6.2a hebben we een doorsnijding evenwijdig aan de y-as aangebracht vanuit 
het punt (x, 1). Hierbij moet gelden 2 < x < 7. Op het doorsnijdingslijnstuk liggen pun- 
ten met y-coördinaat van 1 tot 4. Als we x laten variëren van 2 tot 7, dan verplaatst het 
verticale lijnstuk zich over het hele gebied. We kunnen dit omschrijven als: 

Laat x variëren van 2 tot 7; kies een willekeurige maar wel vaste x tussen 2 en 7; de bij- 
behorende y varieert van 1 tot 4. 

Dit kunnen we kort schrijven als: 

2-x- Llenl- y- 4 


Figuur 6.2a 








2 We kunnen G ook op een andere wijze beschrijven door een doorsnijding evenwijdig aan 
de x-as aan te brengen (zie figuur 6.2b). Kortweg luidt de beschrijving: 
Laat y variëren van 1 tot 4; kies een willekeurige maar wel vaste y tussen 1 en 4; de bij- 
behorende x varieert van 2 tot 7. 
Oftewel: 
Tl- y< 4en2?: x: l. 





Figuur 6.2b 
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Voorbeeld 2 


Figuur 6.3a 


Figuur 6.3b 
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Het gebied G in figuur 6.3 wordt begrensd door de kromme y = „x, de x-as en de lijn 

x = 4. We zullen G op twee manieren beschrijven, namelijk door een doorsnijding evenwijdig 

aan de y-as en een doorsnijding evenwijdig aan de x-as aan te brengen. 

1 infig. 6.2a hebben we een doorsnijding evenwijdig aan de y-as aangebracht vanuit het 
punt (x, 0). Hierbij moet gelden 0 < x < 4. Op het doorsnijdingslijnstuk liggen punten 
met y-coördinaat van y = 0 (de x-as) tot y = /X (de kromme). Als we x laten variëren 
van 0 tot 4, dan verplaatst het verticale lijnstuk zich over het hele gebied. 

Kortweg luidt de beschrijving: 

Laat x variëren van 0 tot 4; kies een willekeurige maar wel vaste x tussen 0 en 4; de bij- 
behorende y loopt van 0 tot /x. 

Oftewel: 0 <x < 4en0 <y< Xx. 





0 X 4 X 
eooo e M 


2 We kunnen G op een andere wijze beschrijven door een doorsnijding evenwijdig aan de 
x-as aan te brengen (zie figuur 6.3b). De vergelijking van de kromme y = /x zetten we 
om naar x = V 
De beschrijving luidt kortweg: 


Laat y lopen van 0 tot 2; kies een willekeurige maar wel vaste y tussen 0 en 2; de bijbe- 
horende x loopt van x = y’ tot x = 4. 


Oftewel: 0 < y < 2 en y? Lx Å 





ELO 


Voorbeeld3 
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Beschrijf het gebied G, begrensd door de rechte lijnen x = 2, y = L en y = Sy (zie figuur 


Figuur 6.4a 6.4a). 


Figuur 6.4b 





Oplossing 
We beschrijven het gebied op dezelfde manier als in voorbeeld 2. 


1 





Als we een doorsnijding evenwijdig aan de y-as aanbrengen, kunnen we het gebied als 
volgt beschrijven: 
Laat x lopen van 0 tot 2; kies een willekeurige maar wel vaste x; de bijbehorende y loopt 
van Ee tot Ee 
2 2 
Of nog korter: 
3 


dn 
2 2 


Bij het aanbrengen van een doorsnijding evenwijdig aan de x-as (zie figuur 6.4b) stuiten 
we op een probleem: het gebied is niet meer in één keer te beschrijven. | 
Voor y tussen 0 en 1 loopt de bijbehorende x van i tot 2y, en voor y tussen 1 en 3 loopt 
x van i tot 2. Hierbij hebben we de vergelijking y = ix geschreven als x = 2y en de 
vergelijking y = Sx als x = Sy 


De tweedelige beschrijving is dus: 


In figuur 6.5 is een gebied G getekend dat begrensd wordt door een drietal rechte lijnen met 


vergelijkingen y = —1, x = —1, y = 5x + 1 en de parabool met vergelijking y = X 2 


Beschrijf het gebied in rechthoekscoördinaten. 


Oplossing 
Als eerste kiezen we weer een doorsnijding evenwijdig aan de y-as. Het is nodig het gebied 
in twee delen te splitsen voor de beschrijving (zie figuur 6.5). We beschrijven het gebied: 


x loopt van —1 tot 1 en voor een willekeurige, vaste x op het interval |—1,1] loopt y van 


1 
sl fol XL 
2 


Vervolgens loopt x van 1 tot 2 en voor een willekeurige, vaste x op het interval [1,2] loopt 


1 


y dan van x? a 
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Kortweg: 


—-l<xsS<1 en SY St 


lexstend Leyen! 





Figuur 6.5 





Opdracht 

Beschrijf nu het gebied uit voorbeeld 4 door eerst een doorsnijding 
evenwijdig aan de x-as aan te brengen. Aanwijzing: het gebied moet 
ook nu weer opgesplitst worden en de vergelijkingen van lijn en para- 
bool moeten omgezet worden naar de vorm x = g(y). 





Opdracht 

Maak de gebiedsbeschrijving in rechthoekscoördinaten van het gebied 
begrensd door de parabool met vergelijking y = 4 — x°, de x-as en de lijn 
met vergelijking y = x. Geef de beide mogelijkheden. 


Voorbeeld 5 We beschrijven het gebied dat begrensd wordt door de lijnen y = x en y = —x en het deel 


van de cirkel met middelpunt O = (0,0) en straal 3 waarvoor geldt y > 0. Dit gebied (een 
kwartcirkelschijf) is getekend in figuur 6.6a. 


Figuur 6.6a 


Figuur 6.6b 





1 We nemen weer eerst een doorsnijding evenwijdig aan de y-as. De cirkel met middelpunt 


0 = (0,0) en straal 3 heeft als vergelijking xX? + y° = 9. Voor de bovenste helft van de 
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Figuur 6.7 
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cirkel geldt dus y = V 9 — x“. Het gebied moet in twee delen worden opgedeeld en 
kan op de volgende manier beschreven worden. Eerst laten we x van — 8 v/2 tot 0 lopen 
en voor een willekeurige, vaste x loopt y dan van —x tot V9 — X. 


3 
Daarna laten we x van 0 tot 5 v2 lopen en voor een willekeurige, vaste x loopt y dan 


van x tot V9 — x. Kortweg: 


-ŽV2<x<0en-x<y< go 


Osxsvlenxsys Vak 


2 Nu gaan we eerst doorsnijden evenwijdig aan de x-as. Uit de vergelijking van de cirkel 
+ y“ — 9 is ook af te leiden dat voor het linkerdeel geldt (x is dan negatief) 
XV y en voor het rechterdeel x = 1/9 — y’. Daarmee is de volgende be- 


schrijving van het gebied (weer in twee delen) mogelijk: 


O<y<ŽvZen-y<x<y 
“i<y<3 en- y9-y srs gy za 


Opdracht 
Bereken de in voorbeeld 5 gebruikte snijpunten van de cirkel en de 
rechte lijnen. 


De beschrijving van het gebied uit voorbeeld 5 is in rechthoekscoördinaten nogal 
omslachtig. Dergelijke gebieden, waarin cirkels een rol spelen, zijn veel eenvoudi- 
ger te beschrijven met poolcoördinaten. Dit soort beschrijvingen komen in de vol- 
gende subparagraaf aan de orde. 


Gebiedsbeschrijving door middel van poolcoördinaten 


In hoofdstuk 3 hebben we kennisgemaakt met poolcoördinaten, die we toen ge- 
bruikten om een complex getal in de goniometrische of exponentiële vorm te 
schrijven. We kunnen poolcoördinaten echter ook gebruiken om gebieden te be- 
schrijven, waarbij vooral gedacht moet worden aan gebieden met ‘cirkelachtige 
randen’. 

We herhalen hier het verband tussen rechthoekscoördinaten (x,y) en poolcoördi- 
naten (r‚p), zie figuur 6.7: 


Z. 2 
Fai wet i tF 


y = r siny tany = } 
A 


y-as 
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Voorbeeld 6 Het gebied G in figuur 6.8 wordt begrensd door de x-as, de y-as en het deel van de cirkel 


met middelpunt O = (0,0) en straal 2 waarvoor geldt x > 0 en y > 0. We gaan het gebied 
G in poolcoördinaten beschrijven. 


Figuur 6.8 Aan 
O 2 xas 
Het gebied wordt begrensd door de hoeken (in radialen) y = 0 en © =T: Voor een wille- 
keurige, maar vaste waarde van © tussen 0 en 5T varieert de straal r van 0 tot 2. Het gebied 
is kortweg als volgt te beschrijven: 
e o oa o 
We kunnen ook eerst r vasthouden. Voor het gebied varieert r van 0 tot 2. Voor een willekeu- 
rige, maar vaste waarde van r tussen 0 en 2 varieert de hoek © van 0 tot 5 n. Het gebied is 
dus als volgt te beschrijven: 
0O<r<2en0<psS<-r. 
2 
mi 
Voorbeeld 7 We beschrijven het gebied uit voorbeeld 5 (zie figuur 6.9) opnieuw, maar nu met behulp van 
poolcoördinaten. 
Figuur 6.9 





De lijn y = x maakt een hoek van 1 met de positieve x-as en heeft dus in poolcoördinaten 
de vergelijking y = 57 en de lijn y = —x heeft in poolcoördinaten de vergelijking 
O Sr, Voor een willekeurige, maar vaste waarde van tussen in en Sr loopt de straal 


r van 0 tot 3. Het gebied is dus als volgt te beschrijven: 


leoo a m a 
4 4 - 


Opdracht 
Geef een beschrijving van het gebied uit voorbeeld 6, maar nu door eerst 
r vast te houden. 
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Figuur 6.10 
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Het gebied G in figuur 6.10 wordt door een gedeelte van de cirkel met middelpunt (1, 0) en 
straal 1 en de rechte lijnen y = x en y = —x begrensd. 





We gaan G in poolcoördinaten beschrijven. Vrij eenvoudig is in te zien dat 


-ir -a a We zien ook dat voor willekeurige, maar vaste y tussen — ; m en 57 de 


straal r loopt van 0 tot op de cirkel. Om de waarde van r op de cirkel te kunnen bepalen, moe- 
ten we de cirkel in poolcoördinaten beschrijven. 

De vergelijking van de cirkel met middelpunt (1,0) en straal 1 in rechthoekscoördinaten is 
(x — Dy = 1, ofwel x? + y? — 2x = 0. 

In deze laatste vergelijking substitueren we x = r cos en en y =r. 


Dit geeft: 


f — 2rcosg = 0 => r(r — 2 coso) = 0 => r = 0 Vr = 2 coso 


Dit betekent dat voor een willekeurige, maar vaste » de straal r loopt van 0 tot 2 cos. 
De beschrijving van G in poolcoördinaten wordt daarmee: 
-İr < p < rend <rs<2cosg. 
Een beschrijving waarbij we eerst r vast houden, is veel moeilijker te geven. Deze zullen we 
hier niet behandelen. 
E 
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Voorbeeld 9 


Figuur 6.11 
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Het gebied G in figuur 6.11 wordt begrensd door de rechte lijn y = x en de parabool 
152 
mek. 


3 


x-as 





We geven zowel de beschrijving in rechthoekscoördinaten als in poolcoördinaten. 
1 Voor de beschrijving in rechthoekscoördinaten houden we de x vast. We hebben de x-coördinaten 
van de snijpunten nodig, deze zijn de oplossingen van de vergelijking: 


Heke -=s 


De gebiedsbeschrijving is kortweg: 


Dx Sten Syr 


2 We gaan G nu in poolcoördinaten beschrijven. Het gebied wordt begrensd door de hoeken 


1 1 
y = l en y = o Voor een willekeurige, maar vaste waarde van y tussen 0 en 5 m varieert 
k 1 
de straal r van 0 tot op de parabool. We gaan de vergelijking van de parabool y = 3” omzetten 


in poolcoördinaten door te substitueren x = r cosy en y = rsing : 
r sing = i costy $> r costy —rsinp = l > rl, cos o —2 sing) = (| 
2 sing 


cos y 2 sin 
Voor een willekeurige, maar vaste 4, loopt de straal r dus van 0 tot r. 
cos y 


>al Py 


De beschrijving van G in poolcoördinaten wordt daarmee: 
2 sing 


d-o enla 
4 cos y 


Opmerking 
Niet-cirkelvormige gebieden zijn in poolcoördinaten lastiger te be- 
schrijven dan in rechthoekscoördinaten 
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Voorbeeld 10 


Figuur 6.12 


Figuur 6.13 


Figuur 6.14 


Figuur 6.15 


Figuur 6.16 
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Beschrijf het spiraalvormige gebied G in figuur 6.12. 





Oplossing 

Het gebied G wordt door twee krommen begrensd die in poolcoördinaten beschreven kunnen 
worden door r = pen r = 2. Verder wordt het gebied begrensd door de positieve x-as. 
We zien daarom dat loopt van 0 tot 27 en dat voor een willekeurige, maar vaste waarde 
van © de straal r loopt van ọ totr = œ. De beschrijving is dan: 

U = inon | le 


Opgaven bij 6.2 


Beschrijf de gebieden waarvan de tekening gegeven is op twee manieren in recht- 


hoekscoördinaten. 
b 
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2 Teken het omschreven gebied en maak twee beschrijvingen in rechthoekscoördi- 
naten. 
a Het gebied begrensd door de x-as, de lijn y = x en de lijn x = 4. 


b Het gebied begrensd door de x-as en de parabool y = 6x — X, 
c Het gebied begrensd door de y-as, de lijn y = 5x en de kromme y = F 
Xx 


d Het gebied begrensd door de lijn y = 3 en de grafiek van de functie y = |x|. 


Ee Zet de gegeven gebiedsbeschrijving om naar de andere beschrijving in rechthoeks- 
coördinaten. 
a O<x<lenx KPKA 


b 1&4 ayaa 
C -1<x<Oen0<y<Vl-xs0<x<tlen0<y<l-x 


d 1Sx<s3enl=tsy£ nx 


e 0<yszen gy <xS fy 


O<y<V2eny<x</4-y 


AF Beschrijf de gebieden, waarvan de tekening gegeven is, in poolcoördinaten. 


eh 





a b 
Figuur 6.17 
Figuur 6.18 

c d 
Figuur 6.19 y 
Figuur 6.20 
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Figuur 6.21 
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Zet de gegeven gebiedsbeschrijving in rechthoekscoördinaten om naar een be- 
schrijving in poolcoördinaten. 
a Het gebied van opgave 3f. 


b O<y<4en-ay-y <x< 4y- y" 


c O<x<VBenx <y<xv3 


d Het gebied van opgave 3c. 


Zet de gegeven beschrijving in poolcoördinaten om naar een beschrijving in recht- 
hoekscoördinaten. Kies zo mogelijk voor een enkelvoudige beschrijving. 
a Ere reû ers 

6 2 


b -reoc remeri 
4 4 


De herhaalde integraal in rechthoekscoördinaten 


De herhaalde integraal van f(x,y) over het gebied Gis in paragraaf 6.1 gedefinieerd 
door 


n n 
im Ofl) AA = lim Y^ f(xy) AA, =|| f(xy)dA (6.4) 
i =l j=l G 

mits de limiet bestaat. 

Als we werken met rechthoekscoördinaten, dan nemen we voor de deelgebiedjes G; 
rechthoekjes. Deze deelgebiedjes geven we lengte Ax; en breedte Ayj, zodat voor 


de oppervlakte AA; geldt: AA; = Ax; : Ayi 


Voor de herhaalde integraal (6.4) kunnen we dan schrijven 
n 

[rera = im SSE) AA; 

jl 


n 
= f(xy) Ax: Ay; =|| fæyjdxay (6.5) 
i=l 
G 





a p” 


We bekijken eerst het geval dat het gebied G zelf een rechthoek is (zie figuur 6.21). 
De beschrijving in rechthoekscoördinaten is dan eenvoudig, namelijk: 
asx<sbencsysd. 
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De herhaalde integraal is dan te schrijven als: 
b d 
|lroendeay= | 4 | fear per 
G 


x=a (ye 


Bij de berekening van deze herhaalde integraal berekenen we eerst de integraal tus- 
sen accolades, waarbij we naar y integreren en x dus constant houden. De uitkomst 
zal in het algemeen een functie van x zijn. Daarna integreren we naar x. De grenzen 
zijn de constanten a en b, zodat de uitkomst een getal zal zijn. We werken de inte- 
graal dus ‘van binnen naar buiten’ uit. Als we dit laatste goed realiseren kunnen 
we de herhaalde integraal ook noteren als: 


bd 
||feeondeay= | |fanaras 
C ac 
We kunnen ook de rol van x en y omwisselen en krijgen dan: 
d b 
|Jfenaxar= | 4 | færd far 
G vac LAS 
d b 
= | [rendre 
ca 


We werken ook nu weer ‘van binnen naar buiten’. Bij het eerste integraalteken 
staan dus de grenzen die horen bij de variabele achter de laatste d en bij het tweede 
integraalteken de grenzen die horen bij de variabele achter de eerste d. Als de inte- 
graal bestaat is de uitkomst van de beide berekeningen gelijk. 


| Alleen bij een rechthoekig integratiegebied ‘klappen’ de grenzen om bij 


het verwisselen van de integratievolgorde, bij een niet rechthoekig ge- 
bied is dat niet zo eenvoudig. 


Voorbeeld 11 We berekenen [f x° y dxdy, waarbij het gebied G in figuur 6.22 is geschetst. 


Figuur 6.22 





Oplossing 
De gebiedsbeschrijving is: 
0- y- 4enl-x-3 
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De berekening van de integraal verloopt als volgt: 


3 
2 2 
X yay [y fx dx dy 


Bedenk bij de eerste stap dat we eerst naar x integreren en dat daarbij y als constante factor 
beschouwd kan worden. Deze constante factor kan voor de binnenste integraal gebracht wor- 
den. 

We kunnen de integraal ook berekenen door als gebiedsbeschrijving te kiezen: 

Os xssenDeysd4 


De bijbehorende integraal wordt dan: 
34 


py dxdy — [fey dy dx 
G 00 


Bij het eerste integraalteken staan nu de grenzen behorend bij x en bij het tweede integraal- 
teken die behorend bij y. 
i 


Opdracht 


Bereken f f x” y dy dx en vergelijk het antwoord met de uitkomst van de 
00 
eerste integraal van voorbeeld 11. 


We nemen nu voor G een gebied (zie figuur 6.23) waarvoor geldt dat het gebied be- 
grensd wordt door de lijnen x = a en x = b en de grafieken van de functies y = g (x) 


en y = g2 (x). 


Figuur 6.23 pun 











Het gebied G is dan te beschrijven door: 
a <x < bengi (x) <y S8(x) 
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De herhaalde integraal is dan te schrijven als: 


‚@) 
|| rendrar= Í T fœy)dy $dx 
G x=4 \y=8 (4) 


Bij de berekening van deze herhaalde integraal berekenen we eerst de integraal tus- 
sen de accolades, waarbij we naar y integreren en x dus constant houden. De uit- 
komst zal zowel vanwege de integrand (de functie die we integreren) als vanwege 
de integratiegrenzen een functie van x zijn. Daarna integreren we naar x. De gren- 
zen zijn de constanten a en b, zodat de uitkomst een getal zal zijn. 

De buitenste grenzen moeten altijd constanten zijn, omdat de uitkomst van een 
herhaalde integraal net als een enkelvoudige bepaalde integraal altijd een con- 
stante moet zijn. 


Gebied H in figuur 6.24 wordt begrensd wordt door de lijnen y = c en y = d en de 
grafieken van de functies x = h (y) en x = h, (y). 





Het gebied H is dan te beschrijven door: 
c <y <den h (y) <x < h, (y) 


De herhaalde integraal is dan te schrijven als: 


h, (y) 
|| faenaxay = Í f fœy)dx bay 
H JC | x=h (y) 


d 
=| | femdear 
€ h, (y) 


We werken ook nu weer ‘van binnen naar buiten’. 





HOOFDSTUK6 
pi Meervoudige integralen, bol- en cilindercoördinaten 





Voorbeeld 12 





Bereken ffe” dxdy, waarbij G het gebied in het xy-vlak is begrensd door de x-as, de y-as en 
G 

de lijn y = 2 — x. 

Oplossing 

Een schets van het integratiegebied is te zien in figuur 6.25. 


Figuur 6.25 





Het driehoekige gebied kunnen we op twee manieren beschrijven. Als we kiezen voor de be- 
schrijving 0 < x < 2en0 < y < 2 — x, dan kunnen we de integraal als volgt berekenen: 


2 2—x 2 
I| e dxdy = | | e dydx = je m dx 
G 0 0 oo 
2 
en je (2 — x) dx 
0 
(we gaan partieel integreren) 
2 
= | e- vafe) 
x=0 
2 
z fe (2 — 9) — | e d(2 — x) 
x=0 
2 
= 0—24 |e" dx 
0 
= 2+ [e] ge -2+ -1 =e 3 


We hadden ook kunnen kiezen voor de beschrijving 0 <y < 2en0 <x<2—y. 
De berekening van de integraal verloopt dan als volgt: 
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22—y 2 ; 
lfe dxdy = | | e dxdy = | fe" dy 
JJ XS 
6 00 0 | 
2 2 2 2 2 
— | e —1) dje" dy — E dy= — [eag — f dy 
0 > D 0 0 0 
an 


We zien dat we wel hetzelfde antwoord krijgen, maar dat de berekening anders verloopt in 


de twee gevallen. 
m 


Als de integraal [f f(x,y)dxdy voor beide integratievolgorden te berekenen is, is ook 
G 


nu weer de uitkomst van de beide berekeningen gelijk. Wel kan het zo zijn dat de 
ene manier van berekenen veel eenvoudiger is dan de andere manier. 

Het kan ook voorkomen dat de integraal op de ene manier wél en op de andere ma- 
nier niét te berekenen is. Het is dus verstandig vooraf een goede keus te maken voor 
de wijze van berekening. 





Het volgende voorbeeld laat zien dat verwisseling van de integratievolgorde noodzake- 
lijk kan zijn om een integraal te kunnen berekenen. 


Voorbeeld 13 


1 1 2 
Bereken f f e” dxdy. 
0Y 


Oplossing 
Als we deze integraal rechtstreeks zouden willen berekenen dan moeten we eerst 


1 


| 
je dx 


y 


berekenen. De integrand van deze integraal heeft echter geen primitieve die uit te drukken is 
in bekende functies, waardoor berekening van de integraal onmogelijk is. Toch kan de ge- 
vraagde dubbele integraal wel berekend worden, namelijk door de andere gebiedsbeschrij- 
ving te kiezen en daarmee de integratievolgorde te verwisselen. 
De gebiedsbeschrijving behorend bij de te berekenen integraal volgt uit de integratiegrenzen 


enis0 <y<leny <x < 1. Het gebied is getekend in figuur 6.26a. 
Figuur 6.26a 


r 


Figuur 6.26b 





Het gebied is ook te beschrijven door (zie figuur 6.26 b): 0 < x < 1 enl = y< x. 
Via het verwisselen van de integratievolgorde berekenen we de gevraagde integraal nu als hoe 
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CD Sommen, veh 
L mmm mah 
(q) 

at 
en A 
De 
„sel 
~ 
|l 
OD Seen ma 


|! 

ON mmm, Owm m O X 
Pa ii 
= 

x< 
cL 
x< 


1 
x? 1 x 2 1 x? ; 1 
e' xd | e (a); je | = z (e — 1) ~ 0,859 


2 
Bij het berekenen van de binnenste integraal hebben we e* vóór het tweede integraalteken 


2 
gebracht, omdat e* als functie van y als een constante te beschouwen is. 
We zien dus dat berekening op de ene manier onmogelijk is en dat na verwisseling van de in- 


tegratievolgorde de berekening vrij eenvoudig verloopt. 
Ey 





Het gebruik van Maple bij herhaalde integralen 

Het berekenen van herhaalde integralen met Maple gebeurt op overeenkomstige 
wijze als de enkelvoudige integralen. De herhaalde integraal 

b h(x) 

| | fenayax 

a g(x) 

kan in Maple worden ingevoerd met 

Ine (1856 (£ (2, Y); PE), nan D) 

We illustreren het berekenen van herhaalde integralen met voorbeelden. 


Voorbeeld 14 





42 
Bepaal met behulp van Maple f f e* dx dy. 
00 


Oplossing 
Een primitieve van e” is in een eenvoudige vorm niet bekend. In onderstaande sessie zien 
we dat het lijkt dat Maple toch de integraal kan berekenen. 

~ Iint(Intlexp(xN2)], x 0...2), y 0..4)=int(int(exp(z212)],X70..2), 
y o. 4)? 


42 
2 
[fe dx dy = — 2I erf(2) y7 
00 
>evalf(rhs(%)); 


65.81051104 


Het antwoord van de herhaalde integraal verschijnt in termen van de zogeheten erf-functie. 
Deze functie staat ook wel bekend als de ʻerror-functie'; het functievoorschrift van deze func- 
tie is: 


X 
De. 
erf(x) =- |e dt 
0 
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Voorbeeld 15 24 
sne Bepaal met behulp van Maple T Í xê sin (2) dx dy. 


0 2y 
Oplossing 
De integraal is in de aangegeven integratievolgorde niet te bepalen. We proberen of Maple 
er toch uitkomt: | 
elnb(latlxA2*sin(xA4) xe2iv. 4), y 0. 2)ernt(int(xA2isin(x An 
X=2*y..4), y=0..2); 


24 24 
[De sin(x sin ) dx dy = |De sin(x sin ) dx dy 
0 2y 0 2y 


Hier komt ook Maple niet uit. We verwisselen de integratievolgorde, dit moeten we zelf doen, 
en laten daarna Maple de integraal bepalen: 

>Int(Ianat(x^2*sin(x^4), y 0..x/2),xX=0..-4)=-in- 
t(int(z^2*sin(x^4), y=7F0..X/2),X=0..4); 


24 l 
| | x sin ( ) dx di g cos(256) +. en 
0 2y 


Soms wordt de integratievolgorde door Maple zelf verwisseld; dit wordt echter niet 
op het scherm afgebeeld, zie het volgende voorbeeld. 


Voorbeeld 16 26 r 
Bepaal met behulp van Maple f f e° dx dy. 


0 3y 
tnt (Int (Exp ^2); x~ 3y.. 6); Y 0,- 


i 1 
je ddy = ze o 


6 
3y 


DO ND 


Opgaven bij 6.3 
B Bereken de volgende dubbele integralen. 


[tyt 1) dx dy c 


(x +y) dx dy d 
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Bereken de volgende dubbele integralen. 


1] 4 
a | | dyaz C 
ay 
2 
b BEE +2yx + 1) dxdy d 
10 


Bereken de volgende dubbele integralen door verwisseling van de integratievolg- 
orde. Ga na of de berekening in de gegeven ie y ook mogelijk zou zijn geweest. 


11 

a | fe” dx dy C 
0y 
6 2 

b | | cos (x°) dx dy d 
01 


Bereken de volgende herhaalde integralen. 


2 v 





fas) 
O — 
Kp 
S 
N 
+ 
S 
N 
en 
x 
ar 
© 


S 





Emi Mens 
pe E mmm KS 





Het gebied G wordt begrensd door de grafieken van y = 1 üy = 3 en de lijnenx = 1 
3 xX x 


xy 


en x = 3, De functie z = f (4) = nai: an wordt geïntegreerd over het gebied G. 


y (x+3) 


a Stel de integraal in beide integratievolgorde op. 
b Wat is voor wat betreft het gebied de handigste integratievolgorde? 
c Bereken de integraal, indien mogelijk, in beide integratievolgorden. 
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[i (y lIn x) dy dx 
1 0 


I 
l xe” dy dx 
$ 
X 


Í f 6e” dee: 
0 vz 
z 
sin(x) dx dy 


mik 


| 
YT 
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6.4 


Figuur 6.27 


Figuur 6.28 
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De herhaalde integraal in poolcoördinaten 


In paragraaf 6.2.2 hebben we gezien dat het gebruik van poolcoördinaten voordelen 
kan hebben, vooral als de gebieden de vorm van een cirkel of een deel van een cirkel 
hebben. 

We gaan de oppervlakte van een gebiedje AA uitdrukken in poolcoördinaten. Een 
gebied G kunnen we opdelen in ‘lapjes’ door concentrische cirkels met middelpunt 
de oorsprong en voerstralen vanuit de oorsprong te tekenen (zie figuur 6.27). 





Eén zo’n ‘lapje’ is getekend in figuur 6.28. Dit lapje wordt begrensd door twee 
voerstralen die een hoek A y met elkaar maken en door twee cirkelbogen met straal 
respectievelijk ren r + Ar. 

Als Ap en Ar klein zijn, kan de oppervlakte van het lapje benaderd worden door de 
oppervlakte van een rechthoekje met zijden r^g en Ar. Bedenk hierbij dat Ap de 
hoek in radialen is. Daarmee is aangetoond dat AA ~ rA rAwp. Voor dA kunnen 
we dan op dezelfde wijze als in paragraaf 6.3 schrijven dA = rd rd. De herhaalde 


integraal [f f(x,y) dA kunnen we vervolgens omzetten in poolcoördinaten, waarbij 


we x vervangen door x = r cosy, y door y = r siny en dA door dA = rd rdg: 


|| ræv dA = [re cos p,r sinp)rd rdp 
G G 


== If fp(r‚p)rdrdp (6.6) 
G 


Hierbij is fp(r‚p) = f (r cosp,r sin p) de representatie van fin poolcoördinaten. 


Opmerkingen 

e We zien dat in deze integraal de integrand het product is van de 
functie f, uitgedrukt in poolcoördinaten en r. 

e Bij poolcoördinaten is het raadzaam om eerst te integreren naar r 
en dan naar y. Andersom te werk gaan, eerst naar p en dan naar r in- 
tegreren, is wel mogelijk maar wordt in de praktijk weinig toegepast. 

e Ook bij het berekenen van integralen in poolcoördinaten werken 
we weer van binnen naar buiten. 
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Bereken [f f(x,y)dxdy als G het deel van de cirkel met middelpunt O en straal 1 is dat in het 
G 
eerste kwadrant ligt en de functie f het voorschrift f(x,y) = \/1 — En y heeft. 


Oplossing 
We schrijven f(x,y) in poolcoördinaten en vervangen daartoe x door x = r cos y en y door 
y = rsinp en krijgen dan 


foxy)  freosorsmnyo)= V1- 2 cos p Er sin“ 
= V1— r 
= fp(rp) 


waarbij we gebruikgemaakt hebben van de formule cos? p F siny -I 


We kunnen gebruiken dat a y = 


fy) aul- ( +y) 
ENMI r 


De gebiedsbeschrijving in poolcoördinaten is: 
o 


De berekening van de gevraagde integraal verloopt nu als volgt: 
1 


-T 


2 1 
I| f(x.y)dxdy = | | yi— % rdr dọ 
G 00 


T, 
= i [v I (1 - È) drd 
00 


1 
a 3)! 
1 2 2\2 
ARC io 
0 0 
1 1 
A -T 
2 1 1 l 1 
0 0 m 
Opdracht 


Ga na dat de grafiek van fin voorbeeld 17 een deel van een bol met mid- 
delpunt O en straal 1 is en dat we daar dus de inhoud van een achtste 
deel van die bol bepaald hebben. 
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| Jz 


2 
| Bereken | | COS (x (x +y”) dydx. 
| 0 0 


| Oplossing 
De integraal is in rechthoekscoördinaten niet te berekenen, zodat we overgaan op poolcoördi- 
naten. De gebiedsbeschrijving in rechthoekscoördinaten is: 


0- x<2m0<y< V4-x 


Het integratiegebied is een kwart cirkel met middelpunt de oorsprong en straal 2 in het 
| eerste kwadrant van het xy-vlak, zie figuur 6.29. 


y-as 


| Figuur 6.29 


O 2 xas 





De gebiedsbeschrijving in poolcoördinaten is: 
o a 





De a van de gevraagde integraal verloopt nu als volgt: 
EEn 
6 0 


COS (x (+y) dy dx = I| cos (x +y )dxdy 





| G 
| 1 
| Ta 
| = | | cos ( ) rdrdsp 
f 00 
a. 
| 2 
| =; | | COS (°) (r ) drdy 
0 0 
he 
| = 1 | | cos (P) a (É) ay 
l : 0 
| N 
2 


1 
wE 
2 
= 7 sin(® | 1d Sn e sin (4) 
2 a? a 
0 


4 
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Voorbeeld 19 


Figuur 6.30 
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Opgaven bij 6.4 


Bereken de =a integralen door ze om te zetten naar poolcoördinaten. 


y4 1 | 


2 
a | i x sf ) dr dy C | | cos(s +r) dt ds 
0 0 -1 0 

2 
3y g-a Ik n 
b | | -= dyd d | | sg Hd 
o 0 dJi- s D epa PE 


4 y 16—v p" l V2x—x 
Atr) À 
a | | e du dv c | | dy dx 
0 0 0 0 
1 £ i 4 V 4x-x" F 
b | dy dx d | | dy dx 
02 EY 0 0 X +y 


Toepassingen van herhaalde integralen 
Inhoud en oppervlakte 


In paragraaf 6.1 is afgeleid dat de inhoud van het lichaam onder de grafiek van een 
positieve functie z = f (x,y) boven het gebied G gelijk is aan: 


v= || fæyjaa (6.7) 
G 


Bepaal de inhoud van het lichaam uit figuur 6.30 dat ligt boven de rechthoek die begrensd 
wordt door de x-as, de y-as, de lijn x = 3 en de lijn y = 4 en onder de grafiek van de functie 


z xy) xy. 
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Oplossing 
De gebiedsbeschrijving is 0 < y < 4en0 < x < 3. De berekening van de integraal verloopt 
als volat 43 
Vo I| xy dx dy = | fovaxay 
G 00 
4 
| ; - 
= |Yi=-X | dy 
J ? lọ 
0 
4 
=- į yd 
fwa 
0 
4 
Lin n 


Voorbeeld 20 


Bereken de inhoud van het lichaam onder de grafiek van z = f(x,y) = e” dat ligt boven de 
driehoek in het xy-vlak die begrensd wordt door de x-as, de y-as en de lijn met vergelijking 
x + y = 1. Zie figuur 6.31. 


Figuur 6.31 





Oplossing 
De driehoek kunnen we op twee manieren beschrijven. Als we kiezen voor de beschrijving 
0<x<1en0 < y< 1 — x, dan kunnen we de inhoud V als volgt met een dubbele inte- 
graal berekenen. 
11—x 
y 
e dydx 


|l 
| 
I| en md 
CD 
mk 
| 
x 
en As 
CES 
md 
| 
x< 
N 
| 
en 
mmh 
Ce. 
>< 


|l 
| 
w 
| 
> 
| 
2 
BE | 
o ek 
|| 
| 
CD 
© 
| 
=à 
MW 
| 
| 
zo 


-0)=e-2 
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We hadden ook kunnen kiezen voor de beschrijving 0 < y < 1en0 < x < 1 — y. De in- 
houdsberekening verloopt dan als volgt: 


11—y 1 


1 

= [ea — y) dy 
0 
e 


gaan partieel integreren) 
1 


oe | (ale!) 


y=0 


1 
1 y 
1 o 
=0— 1+ je dy 
0 
1 
-a e e 


Als we f(x,y) = 1 in formule (6.7) substitueren, krijgen we de inhoud van het li- 
chaam boven het gebied G met constante hoogte 1. Deze inhoud is, afgezien van 
de dimensie, gelijk aan de oppervlakte van het gebied G. Voor de oppervlakte van 
het gebied G kunnen we dus schrijven: A = i dA. 

G 





Bereken de oppervlakte van het gebied G begrensd door de kromme y = /X, de x-as en de 
lijn x = 4, zie figuur 6.32. Van dit gebied is in voorbeeld 2 de gebiedsbeschrijving gegeven. 
Als we kiezen voor de beschrijving 0 < x < 4en0 < y < vx, dan kunnen we de opper- 
vlakte A als volgt met een dubbele integraal berekenen. 

4 VX 4 1 4 ie 
A= | | ayax = | WI dx == [= g E 

y 
00 0 0 


EEE 
Voorbeeld 21 
en zas dr R MWe TESTAK 





=y 


Figuur 6.32 





De oppervlakte hadden we ook al kunnen berekenen met onze kennis over integreren uit Toe- 
gepaste Wiskunde Deel 1. Daar zouden we direct de laatste integraal opgesteld hebben. 
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Figuur 6.33 
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De oppervlakte kunnen we ook berekenen door gebruik te maken. van de tweede gebiedsbe- 
schrijving. Deze gebiedsbeschrijving is 0 5 0 — 2e en y -x — 4 De e berekening ı van ae op 
peie verloopt dan als s volgt | | 


A 2., T T: 66 Y oY Y Y 
e l 4—y }dy= o o 
— 0 y? oo Dy 


Toepassingen uit de mechanica 


Herhaalde integratie wordt in de mechanica veelvuldig toegepast omdat een aantal 
grootheden uit de mechanica beschreven kunnen worden door middel van her- 
haalde integralen. 

We gaan een formule afleiden voor de totale massa van een continue massaverde- 
ling G (zie figuur 6.33). De massadichtheid in het punt (x,y) van G is daarbij gelijk 
aan p = p(x,y). Deze massadichtheid hoeft dus niet constant te zijn. Denk bijvoor- 
beeld aan een vlakke plaat die niet overal even dik is of die uit verschillende mate- 
rialen is gemaakt. 





We verdelen het gebied G in een n-tal deelgebiedjes G;, met i = 1,2,...‚n. De opper- 
vlakte van het gebiedje G; is AA;. We nemen aan dat de gebiedjes G; zo klein zijn 
dat de massadichtheid in zo’n gebiedje constant verondersteld mag worden. We 
noemen deze constante massadichtheid pj en nemen pj = p(x;,y;), waarbij (x;,y;) 
een punt in G; is. 
De massa van het gebiedje G; is dan gelijk aan AM; = pj: AA;. De totale massa M 
van G kan dan benaderd worden: 
n n n 

M=  AMj= } pi AA;= N plx;y;) : AA; 

sl il =l 
We nemen nu de limiet voor n — oo en zo ontstaat de formule voor de totale massa 
van G: 


M= lim = > p(Xy;) AA; = || p(x‚y) dA 


We kunnen deze formule ook formuleren in rechthoekscoördinaten: 
M = |l p(x,y)dxdy 
G 


Naast de zojuist afgeleide formule voor de totale massa is er nog een aantal formu- 
les voor andere grootheden uit de mechanica af te leiden. We geven ze hier zonder 
bewijs. 
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We gaan ervan uit dat G een continue massaverdeling in het xy-vlak is, waarvan de 
dichtheid (hier: massa per oppervlakte-eenheid) in het punt (x, y) in G gelijk is aan 
p = p(x,y). Deze massadichtheid hoeft in het onderstaande dus niet constant zijn. 
We beschrijven nu een aantal grootheden met behulp van herhaalde integralen in 
de formulering met rechthoekscoördinaten. 


De totale massa: 


M = || p(x,y)dxdy (6.8) 

Het statisch moment van de massa ten opzichte van de x-as 

Mx = || y- pxpaxdy (6.9) 
G 

Het statisch moment van de massa ten opzichte van de y-as: 

My = I| x- p(x,y)dxdy (6.10) 


Het massamiddelpunt (x,y) van de massa kan met de bovenstaande formules als 
volgt beschreven worden: 


Het traagheidsmoment van een massa ten opzichte van een as wordt, als de af- 
stand van een punt (x;,y;) tot die as gelijk is aan r = r (x;,y;), gegeven door: 
2 
läs = ll r -p(x,y)dxdy (6.11) 
G 


Hieronder staan drie bijzondere gevallen van het traagheidsmoment. 


Het traagheidsmoment van de massa ten opzichte van de x-as: 


T 2 

Ig = Iy - p(x,y)dxdy (6.12) 
G 

Het traagheidsmoment van de massa ten opzichte van de y-as: 

Iy = || x. p(x,y)dxdy (6.13) 


Het polaire traagheidsmoment (dit is het traagheidsmoment ten opzichte van de 
oorsprong) is gelijk aan: 


2 2 
p= || (È +) oæy)dxay 
G 
= Ik + ly (6.14) 


Opdracht 
Toon aan dat de formules (6.12) en (6.13) volgen uit formule en laat ook 
zien dat Ip = Ix + Iy (zie formule(6.14)). 


Een belangrijk speciaal geval van deze formules ontstaat wanneer de massaverde- 
ling homogeen is. Dit betekent dat p = p(x,y) constant is. 
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Opmerkingen 

e Als de zwaartekrachtsversnelling constant is in het gebied G, wat 
praktisch gezien meestal het geval is, dan vallen het zwaartepunt en 
het massamiddelpunt samen. 

e Als de massaverdeling homogeen (massadichtheid constant) is, 
dan wordt het zwaartepunt van een gebied G ook wel het meetkun- 
dig zwaartepunt van dat gebied genoemd. 

e Zoals we bij het afleiden van de formule voor de totale massa ge- 
zien hebben, kan de massa AM); van het gebiedje G; met opper- 
vlakte AA; benaderd worden door p(x;y;)- AA;. Daarom kan in 
deze formules steeds de uitdrukking p(x,y)dA vervangen worden 
door p(x,y)dxdy. 


Opdracht 

Als A de oppervlakte van het gebied G is en de massadichtheid p op dat 
gebied constant is, laat dan zien dat voor het massamiddelpunt (x,y) 
geldt: 


Voorbeeld 22 Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de y-as van het gebied G in figuur 6.4 (zie 
voorbeeld 3), als p(x,y) = 8xy. 


Oplossing 
In voorbeeld 3 hebben we het gebied G op twee manieren beschreven. Uitgaande van de 
eerste beschrijving vinden we voor het gevraagde traagheidsmoment: 


3 
X =x 
2 


22 2 ? 3, 
2 3 arl 
ly = x -8xydydx = 8 | x ydy | dx = 8 |x 7Y i dx 
Vd 
0, 0 T 0 2 
2 2 
r 9 1 fi 1 sl: 256 
a Ee ie ax — x — 
8 6 0 3 
0 0 ER 
Opdracht 


Bereken het traagheidsmoment uit voorbeeld 22 nogmaals, maar nu ge- 
bruikmakend van de tweede beschrijving van het gebied G uit voorbeeld 
3. 
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Figuur 6.34 
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Voorbeeld 24 





Figuur 6.35 
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_ bracht, hadden we met een niet op analytische wijze te bepalen integraal te maken gehad, 





Bereken de massa van de driehoekige plaat die getekend is in figuur 6.34 als 


2 
pay) =e’ kg/m? waarbij x en y in meters gegeven zijn. 


Oplossing 
Een beschrijving van de driehoek via doorsnijdingen evenwijdig aan de y-as is 0 < x < 3 en 
2 
0< vak. 
Ye 3 
De massa is dan: 
X a 
3 3 1]? ) 3 
M= | e dydx = [e ja dx e dx 
0 0 0 


|l 


& | — 


(am) 


m 
RES 

a. 
i 

x 
N 

| 
w| = 


y y- 2x 








Bij de berekening van de laatste integraal kon gebruik gemaakt worden van de substitutie 
van p = x“. Wanneer we echter een doorsnijding evenwijdig aan de x-as hadden aange- 


namelijk met: 


Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de x-as van een cirkelvormige plaat met 
straal a (zie figuur 6.35) en een dichtheid p(x,y) = 1, dus voor een homogene massaverde- 
ling. 


Oplossing 
De plaat is eenvoudig te beschrijven door: 0 < p < 27en0 <r<a. 
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Voor het berekenen van het traagheidsmoment gaan we over op poolcoördinaten; de bereke- 
ning verloopt als volgt: 





2na 
Ix = I y` dxdy — | fe siny) rdr deo 
G 0 0 
2m a 
— | siny [rar dy 
0 0 / 
27 
1 a 
— | sin eli | dy 
-o 
0 
RT 
2 
a | sin pdy 
0 
27 ~ 
— | G 7 cos (24) ) dy 
0 
T i 27 
En a | 1dp — a | cos (20) d(20) 
8 16 
0 0 
= Fall Ea [sin(2p)]"= ma 
8 0 0 
E 
Voorbeeld 25 We berekenen het polaire traagheidsmoment van een plaat die de vorm heeft als weergege- 


ven in figuur 6.10, zie voorbeeld 8, met p(xy) al X y“. 


Oplossing 
De gebiedsbeschrijving in poolcoördinaten is in voorbeeld 8 bepaald: 


-iT <p Egmond <r Loos 

We berekenen de integraal door over te gaan op poolcoördinaten, hierbij gebruiken we dat 
x y =- , gebruiken we zowel in de formule voor het traagheidsmoment als in de ge- 
geven dichtheid o(x.y) = 54 x + y. De formule voor het polaire traagheidsmoment geeft 


nu: 





Voy 
ie f 
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p I| (X +y) - p(x.y) dxdy = I| ( +y) BV + y dxdy 


G T G 
4 _2cosp 
2 4 
a. -3r - rdr dy = | | sr drdy 
G OD 
1 4 


T 


-~ A 
4 
Nu substitueren we p = sing. Dan geldt: cos pdy = dp. Voor de grenzen krijgen we: 
P a komt overeen met p = "A eno = Li komt overeen met p = ; V2. 
Het gevraagde polaire traagheidsmoment wordt daarmee: 
1 
zv? 
2 4 
hae | (1— 2p +p ) dp 
— 10 
2 1 
zv. 
= jp p +t l = 
‚Vv? Ae 


Opgaven bij 6.5 


Het lichaam L wordt begrensd door de vlakken z = 0, z = 1 — y“, y= x enx=0. 
a Schets het lichaam L. 
b Bereken de inhoud van het lichaam L. 





2 Bereken de inhoud van: 
a de piramide tussen het vlak 3x + 6y + 4z = 24 en de coördinaatvlakken. 
b hetlichaam begrensd door de paraboloïde z = f (x,y) = AK + y en de vlakken 
x=0O,r=l,y=0enz=0. 
c het lichaam begrensd door het oppervlak z = y , het vlak 4x + 3y = 12 en de 
coördinaatvlakken. 





Gegeven is de functie z = f (x,y) = 4 — 5 vx f y. 
a Schets een grafiek van f. 
b Bereken het volume van het lichaam, ingesloten door het vlak z = 0 en de gra- 


fiek van f. 
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Bereken de oppervlakte van het beschreven gebied door toepassing van herhaalde 


integratie. 
a Het gebied begrensd door de grafiek van de functie y = e *, de lijn y = 2 en de 
y-as. 


b Het gebied begrensd door de kromme y = x*, de lijn y = 2x en de lijn y =x. 


Bereken het zwaartepunt van het gegeven gebied met de gegeven massadichtheid 

p. 

a Het gebied wordt begrensd door de krommen y = 20xen x = 20y en de mas- 
sadichtheid wordt gegeven door p(x,y) = 1. (Het zwaartepunt heet dan ook wel 
het meetkundig zwaartepunt.) 

b Het gebied wordt begrensd door de kromme y = x en de lijn y = x, terwijl de 
massadichtheid gegeven wordt door p(x,y) = xy. 


Bepaal het traagheidsmoment ten opzichte van de x-as van het gegeven gebied met 

de gegeven massadichtheid p. 

a Het gebied wordt begrensd door de kromme y = x/x en de lijn y = x, terwijl de 
massadichtheid gegeven wordt door p(x,y) = 1. 

b Het gebied wordt in poolcoördinaten beschreven door — $ LPA $ m en 
0 <r <a. De massadichtheid wordt gegeven door p(x,y) =r. 


Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de y-as van het gegeven gebied 

met de gegeven massadichtheid p. 

a Het gebied wordt begrensd door de kromme y = x° en de lijn y = x en ligt in 
het eerste kwadrant, terwijl de massadichtheid gegeven wordt door 
pey =e. 

b Het gebied wordt begrensd door de cirkel x° + (y — 2)°= 4 en voor de massa- 


dichtheid geldt p(x,y) = 4/ x + y. 


Bereken het polaire traagheidsmoment van het gebied, begrensd door de cirkel met 
vergelijking (x -— Eg iy =], als de massadichtheid gegeven wordt door 


pxy)= +y". 


Coördinatenstelsels in de ruimte 


In het platte vlak hebben we gezien dat er naast de ‘gewone’ rechthoekscoördina- 
ten ook gewerkt kan worden met poolcoördinaten. De keuze van het soort coördi- 
naten hangt af van het op te lossen probleem. Ook in de driedimensionale ruimte 
bestaat er naast het ‘gewone’ stelsel met rechthoekscoördinaten een aantal andere 
stelsels die afhankelijk van het probleem soms handig zijn. In deze paragraaf be- 
handelen we twee van dergelijke coördinaten assenstelsels, namelijk de cilinder- 
coördinaten en de bolcoördinaten. 


Cilindercoördinaten 


De cilindercoördinaten zijn gebaseerd op de poolcoördinaten en zijn als volgt ge- 
definieerd. Neem in het grondvlak (xy-vlak) poolcoördinaten, aangeduid met r en 
p en neem als derde coördinaat de z-coördinaat. De coördinaten van elk punt in 
de ruimte zijn eenduidig uit te drukken in cilindercoördinaten mits voldaan is aan 
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Figuur 6.36 


Voorbeeld 26 


Figuur 6.37 
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de volgende voorwaarden: r > 0,0 < y < 27r en —oo < z <oo. Een grafische weergave 
is te zien in figuur 6.36. 





Het verband tussen rechthoekscoördinaten en cilindercoördinaten wordt gegeven 
door: 


xXx = r coso 
ž = PS (6.15) 
Zl 


waarbij r > 0,0 <p<2mrTenze R. 


De naam cilindercoördinaten is ontstaan, omdat we met het desbetreffende coör- 
dinatenstelsel uitstekend cilinders kunnen beschrijven. 


We beschrijven een rechte cilinder met hoogte h en straal a in cilindercoördinaten. 


Oplossing 

Om de beschrijving eenvoudig te houden zetten we de cilinder in een stand, zoals getekend 
in figuur 6.37. 

We doorsnijden de cilinder op een hoogte z = z} met 0 < z} < h met een vlak evenwijdig 
aan het grondvlak (dus een vlak loodrecht op de z-as). Alle punten op de doorsnijdingscirkel 
zijn voor te stellen door 0 < p < 27, 0 <r<aenz=z,. 

Door nu ook z te laten variëren van 0 tot h krijgen we een beschrijving van de totale cilinder. 
Deze beschrijving is daarmee: 0 < © <27,0 <r<aen0 <z<h. 
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Voorbeeld 27 Beschrijf de kegel in figuur 6.38a met grondvlakstraal /3 en hoogte 3. 


Oplossing 
We kiezen voor z de vaste waarde z, en doorsnijden de kegel met het vlak evenwijdig aan 


het grondvlak met vergelijking z = z} . In figuur 6.38b zien we dat vanwege de gelijkvormig- 
RS PO vs 


heid van de driehoeken OPQ en ORS geldt: — = n dus — = —, waaruit volgt: 
OS 00 Z, 3 

7 = mv 

De beschrijving van de kegel wordt dan: 0 < y < 2m,0 <z < 3en0 <r< „2va 





Figuur 6.38a 
Q v3 FP 
Figuur 6.38b S R 
4 
sil 
Opdracht 
We hebben in voorbeeld 27 gekozen voor een beschrijving waarbij eerst 
voor z een vaste waarde gekozen is. We hadden ook kunnen kiezen voor 
een andere beschrijving, namelijk die waarbij r eerst vast gekozen 
wordt. Bepaal deze beschrijving. 
Voorbeeld 28 We gaan nu, uitgaande van een beschrijving in cilindercoördinaten, de bijbehorende figuur te- 
kenen. We tekenen de figuur die beschreven wordt door 0 < y < 7 0<rs<ien 
2 
z=ļ-r. 


We kiezen een drietal vaste waarden voor r en een vaste waarde voor y en tekenen aan de 

hand daarvan het lichaam. Eerst kiezen we r = 1. Dan geldt z = 0. We bevinden ons daarom 

in het xy-vlak. Doordat 0 < » < -~m doorlopen we een kwartcirkel met straal 1 in het xy- 
o 2 

vlak (zie figuur 6.39a). 


Nu kiezen we r = 0. We bevinden ons dan op de z-as. Er geldt bovendien z — 1. Daarna kie- 
zen we een tussenliggende waarde van r: r = > Nu geldt z = : en y doorloopt nog steeds 


alle waarden tussen 0 en „7 We hebben dus te maken met een kwartcirkel op hoogte z 





_HOOFDSTUKG6 


Figuur 6.39a 


Figuur 6.39b 


Figuur 6.39c 


6.6.2 


Figuur 6.40a 
Figuur 6.40b 


Figuur 6.40c 
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Ten slotte kiezen we een vaste waarde voor », bijvoorbeeld y = 5m Voor deze vaste waar- 
de geldt: z = 1 — ie terwijl r loopt van 0 tot 1. Dit geeft een stukje bergparabool (zie figuur 
6.39b). 





We hebben nu genoeg gegevens om de figuur te kunnen tekenen. Het is een stukje van een 
paraboloïde (zie figuur 6.39c). 





Bolcoördinaten 


Evenals cilindercoördinaten zijn bolcoördinaten gebaseerd op poolcoördinaten. 
Feitelijk worden bij bolcoördinaten tweemaal achter elkaar poolcoördinaten opge- 
steld. Dit gaat op de volgende manier. 

We gaan uit van een punt P(x,y‚z) in de ruimte. De afstand van P(x,y‚z) tot de oor- 
sprong O(0,0,0) van het assenstelsel noemen we r en de hoek die het lijnstuk OP 
maakt met de positieve z-as noemen we 4 (spreek uit: thêta) (zie figuur 6.40a). 

We projecteren P(x,y‚z) op het grondvlak (xy-vlak). Deze projectie noemen we Q. 
Voor de afstand OQ van Q tot O geldt: OQ = r sing (zie hiervoor figuur 6.40b). De 
z-coördinaat van P kunnen we ook in r en 9 uitdrukken: zp = r cos@ (zie hiervoor 
ook figuur 6.40b). 
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Figuur 6.41 
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We bekijken nu de x- en y-coördinaat van het punt Q. De hoek die het lijnstuk OQ 
maakt met de positieve x-as noemen we p. We krijgen dan xy = OQcosp en 
Yo = OQ sino (zie figuur 6.40c). Omdat de x- en y-coördinaat van het punt P gelijk 
zijn aan die van Q kunnen we de x- en y-coördinaat van P uitdrukken in r, p en 6. 
Xp = Xo = OQ cosy 

= r sin cosy 


Yp = Yo = OQ siny 

= r sin siny 
Hiermee hebben we een willekeurig punt P(x,y,z) in de ruimte uitgedrukt in de bol- 
coördinaten r, y en 9. Het verband tussen rechthoekscoördinaten en bolcoördina- 
ten is hiermee bekend: 


x = rsin cos 
x = r sin sin (6.16) 
Z= f COS9 


waarbij r > 0,0 <0 <mTen0<wp<2r. 


Zoals de naam al doet vermoeden is in bolcoördinaten een eenvoudige beschrijving 
van een bol mogelijk. We zullen dit in het volgende voorbeeld laten zien. 


We beschrijven een bol met straal 5 en middelpunt 0(0,0,0) (zie figuur 6.41) in bolcoördina- 
ten. De beschrijving kunnen we direct uit figuur 6.41 aflezen: 0 < p < 27,0 < 9 < men 
Or S | | 

Een bol laat zich dus heel eenvoudig in bolcoördinaten beschrijven. Beschrijving van een bol 
is ook in rechthoekscoördinaten en cilindercoördinaten mogelijk, maar dit is wat ingewikkel- 
der. 





In voorbeeld 27 hebben we een kegel in cilindercoördinaten beschreven. Nu gaan 
we deze kegel beschrijven in bolcoördinaten. 


t 
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Voorbeeld 30 | ha i Beschrijf de kegel in figuur 6.42 a in bolcoördinaten. De kegel heeft hoogte 3 en grondvlak- 


straal V3. 


Figuur 6.42a 


Figuur 6.42b 





Oplossing 

In figuur 6.42b is de doorsnede OPQ getekend. We gaan uit van de volgende gegevens: het 
lijnstuk dat O verbindt met een willekeurig punt op PQ heeft lengte h en dit lijnstuk maakt 
een hoek ð met de z-as (de lijn OO) en /OOP = æ. De beschrijving in bolcoördinaten kan nu 
gegeven worden: 0 < y < 2r, 0 <0 <aenl <r yq. 

We berekenen nu a en r, uit figuur 6.42b: | 


tana — i — v3 waaruit volgt a = L en cosl = I zodat — 
00 3 | 0 T | 





cos 





De beschrijving wordt daarmee: 0 < yp < 2r,0 < 0 < =r enl <r< a 
| | | | COS 


Opgaven bij 6.6 





Beschrijf de volgende lichamen in cilindercoördinaten. 
a Het lichaam dat begrensd wordt door de paraboloïde z = 4 — He y en het 


vlak z = 0. 
b Het lichaam begrensd door de paraboloïde z = 4 y en de vlakken z = 0 en 
ze p. 


c Het lichaam in het eerste octant (x > 0, y > 0 en z > 0) dat begrensd wordt 
door het cilinderoppervlak 4 y = 2% en de vlakken z = 2%, zZ = 0 6n y = 0. 

d De rechte kegel met top T(0,0,6), waarvan het grondvlak in het xy-vlak ligt (de 
hoogte van de kegel is dus 6) en waarvan de straal van de bodem 2 is. 


En Beschrijf de volgende lichamen in bolcoördinaten. 

a Het lichaam begrensd door twee concentrische bollen met middelpunt 
O(0,0,0), waarvan de stralen respectievelijk 3 en 5 zijn. 

b Het bolsegment begrensd door de bol met vergelijking ge y +z =9 enhet 
vlakz = 1. 

c Een lichaam dat begrensd wordt door een kegel en een bol. De kegel heeft als 
top O(0,0,0), terwijl de hoogte en de bodemstraal beide 4 zijn. Deze kegel staat 
met de top naar beneden. De bol heeft middelpunt O(0,0,0) en straal 4v2. 
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Figuur 6.43 


Figuur 6.44 
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Herhalingsopgaven 
Beschrijf de gearceerde gebieden waarvan de tekening is gegeven op twee manie- 
ren in rechthoekscoördinaten en in poolcoördinaten. 







+ (y-f=1 





Zet de gegeven beschrijving van het gebied om naar de andere beschrijving, even- 
eens in rechthoekscoördinaten. 


a DEVELERL-EES tey 


b Estri yer + 


Bereken de volgende herhaalde integralen. 
2 yu 


| (u+v + 1)dvdu 
—u 
2 


vY 
vY 
Bereken de volgende integralen door ze om te zetten naar poolcoördinaten. 
> V2y —y 
a | | (x +y) dxdy 
0 0 
2 y d= 
b | | Va —y dydx 
0 0 


Bereken het volume van het lichaam, begrensd door het xy-vlak, het vlak y = x, het 
oppervlak y = x° en het vlak x + y+z=2. 


Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door de kromme met vergelijking 
y=l— x° en de lijn y = x + 1 door middel van een herhaalde integraal. ~ 


Bepaal het traagheidsmoment ten opzichte van de y-as van het gebied begrensd 
door de kromme y = 9 — x° en de lijn y = 0 als de massadichtheid gelijk is aan 


p\xy) = 1. 
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Bepaal het polaire traagheidsmoment van het gebied begrensd door de cirkel met 
vergelijking (x — ira =] als de massadichtheid gegeven wordt door 


EY) = Hy 


Beschrijf het lichaam begrensd door de twee oppervlakken die samen voldoen aan 


zZ =x + y + 1 en de cilinder x° + y = 4 in cilindercoördinaten. 


Beschrijf de bol met straal 1 en middelpunt M (0,0,1) met behulp van bolcoördina- 
ten. 


Samenvatting van hoofdstuk 6 


Gebiedsbeschrijvingen 

Beschrijvingen van gebieden in het platte vlak maken we door voor de ene variabele 
een willekeurige, maar wel vaste waarde te kiezen en de daarbij behorende waarden 
te bepalen die de andere variabele kan aannemen. 

De beschrijving kan zowel in rechthoekscoördinaten als in poolcoördinaten ge- 
schieden. 


De herhaalde integraal 
Bij integratie over een gebied G gebruiken we een zogenoemde herhaalde integraal. 
De herhaalde integraal van f(x,y) over het gebied Gis gedefinieerd door: 


m PEZO AA; = || feesnaa 


li 
n—oo 
G 


waarbij een opdeling van G gemaakt is in deelgebiedjes G; met oppervlakte A A;. In 
de integraal is dA dus een oppervlakte-elementje. 

In het geval dat we met rechthoekscoördinaten werken, gaat de herhaalde integraal 
over in: 


[ræna = || fenaray 
G G 


In poolcoördinaten wordt de herhaalde integraal: 


| SE yda = |l f(r cosp,r sing)rdrdy 
G G 


Een herhaalde integraal die niet rechtstreeks te berekenen is, is soms toch te bepa- 
len als we de integratievolgorde verwisselen. 


Inhoud en oppervlakte 
De inhoud van het lichaam onder de grafiek van een positieve functie z = f (x,y) bo- 
ven het gebied G is gelijk aan: 


v= || fæy)jaa 
G 


De oppervlakte van het gebied G is gelijk aan: 


a= || a4 


G 
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Toepassingen uit de mechanica 

We gaan uit van een continue massaverdeling G in het xy-vlak waarvan de dichtheid 
in het punt (x, y) in G gegeven wordt door p = p(x,y). Dan gelden de volgende for- 
mules: 

e voorde totale massa: M = If p(x,y) dx dy 


G 
e voor het statisch moment van de massa ten opzichte van de x-as: 


Mx = |l y : p(x,y)dxdy 


G 
e voor het statisch moment van de massa ten opzichte van de y-as: 


My = If x: p(x,y)dxdy 


G 
e voor massamiddelpunt (x,y) van de massa geldt dan: 
xX = My en y — My 
M M 


e voor het traagheidsmoment van een massa ten opzichte van een as wordt, als 
de afstand van een punt (x;,y;) tot die as gelijk is aan r = r (x;,y;), geldt: 


2 
las = || r -p(x y)dxdy 
G 


Drie bijzondere gevallen van het massa traagheidsmoment. 
e ten opzichte van de x-as: 


Iy = || y“ - p(x,y)dxdy 


G 
e ten opzichte van de y-as: 


y= [| -oæy)dxdy 


G 
e ten opzichte van de oorsprong (het polaire traagheidsmoment): 


"Fa 2 
Ip = |l (x +y ) - p(x,y)dxdy 
= ÍI% + ly 


Coördinatenstelsels in de ruimte 

Naast de ‘gewone’ rechthoekscoördinaten kennen we nog twee veel gebruikte coör- 
dinatenstelsels, namelijk de cilindercoördinaten en de bolcoördinaten. 

Bij cilindercoördinaten nemen we in het grondvlak poolcoördinaten, aangevuld 
met de z-coördinaat. Het verband tussen de rechthoekscoördinaten (x,y,z) en de ci- 
lindercoördinaten (r‚p,z) is in formulevorm: 


Xx = r cosy 
X = PPSy 
AL 


waarbij r > 0,0 <p <2mrenze R. 


Bolcoördinaten zijn gebaseerd op het tweemaal toepassen van poolcoördinaten. 
Het verband tussen de rechthoekscoördinaten (x,y,z) en de bolcoördinaten (r‚p,6) 
is in formulevorm: 





HOOFDSTUK6 





Meervoudige integralen, bol- en cilindercoördinaten 





x = r sin cosy 
x = r sin siny 
z= r goso 


waarbij r > 0, 0 < 0 <men0<p<2r 


Gebiedsbeschrijvingen in de ruimte worden op dezelfde wijze opgebouwd als die in 
het platte vlak, alleen nu met een dimensie extra. 
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Leerdoelen hoofdstuk 7 


Bij veel praktijkproblemen is het niet mogelijk een beschrijving te geven met be- 
hulp van de soorten vergelijkingen die we tot nu toe zijn tegengekomen in de boe- 
ken uit de serie Toegepaste Wiskunde voor het hbo. Veel van die problemen laten zich 
echter wel beschrijven met differentiaalvergelijkingen. Dit zijn vergelijkingen waar 
naast de variabele en te bepalen functie, ook afgeleiden van deze functie voorko- 
men. In dit hoofdstuk komen deze vergelijkingen en een aantal oplossingsmetho- 
den aan de orde. Er is ook aandacht voor het opstellen van de differentiaalvergelij- 
king horend bij een praktijkprobleem en het oplossen ervan. 


Hoofdstuk 7 bevat de volgende onderwerpen: 

definitie van de differentiaalvergelijking 

orde van de differentiaalvergelijking 

lineariteit van de differentiaalvergelijking 

(in)homogeniteit van de differentiaalvergelijking 

lijnelement en richtingsveld 

oplossen via scheiden van variabelen 

de methode ‘variatie van constante’ 

karakteristieke vergelijking 

de methode van de onbepaalde coëfficiënten 

oplossen van eerste en tweede orde differentiaalvergelijkingen met genoemde 
methoden 

stelsels differentiaalvergelijkingen 

e numerieke oplossingsmethoden voor differentiaalvergelijkingen 





p 
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Differentiaal- 
vergelijkingen 


1.1 Inleiding 


Bij veel praktijkproblemen is het niet mogelijk de relatie tussen twee variabelen 
(bijvoorbeeld x en y) direct als een functie te beschrijven. Wel kunnen we vaak een 
relatie tussen de twee variabelen opstellen waarin één of meer afgeleiden van die 
functie (in dit geval van y naar x: y', y”, enzovoort) voorkomen. Deze relatie noemen 
we een differentiaalvergelijking. Uit een differentiaalvergelijking moet de onbe- 
kende functie (in ons geval y = f (x)) worden opgelost. 


Een accu met constante bronspanning U, een weerstand R en een spoel met zelfinductie L 
zijn in serie geschakeld (zie figuur 7.1). Op tijdstip t = 0 wordt schakelaar b gesloten. We be- 
palen de relatie die tussen de stroomsterkte i en de tijd t bestaat L. 





Figuur 7.1 


Serieschakeling met + b 
weerstand en spoel U L 


Wanneer schakelaar b wordt gesloten, stroomt er door de kring een stroom i die een functie 
is van de tijd t (dus i(t)). De spanning over de weerstand is volgens de wet van Ohm gelijk 


aan Ri en de spanning over de spoel is gelijk aan LA. Volgens de tweede wet van Kirchhoff 


is de spanning geleverd door de spanningsbron gelijk aan de som van de spanningen over de 
componenten: 

Ri + LS =U (7.1) 
In deze vergelijking zit de onbekende functie i(t) en de eerste afgeleide ervan; het is dus 
een differentiaalvergelijking. Door deze differentiaalvergelijking op te lossen, kunnen we : 


als functie van t bepalen. 
E 
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Opmerking 
De oplossing van de differentiaalvergelijking uit voorbeeld 1 blijkt te 
zijn: _R, 
ilt) = Ce & +2 (7.2 


Deze oplossing voldoet aan de differentiaalvergelijking voor alle waar- 
den van de constante C. Wanneer voor de stroomkring op tijdstip t = 0 
de begin- of randvoorwaarde geldt dat i = 0, dus i(0) = 0, kunnen we 
de waarde van de constante C bepalen: 


EO 
O=Cet + H waaruit volgt: C = mi 
R R 


De oplossing van differentiaalvergelijking (7.1) wordt dan: 


—— -=t 
mantat ge 1 z 
R R R 

Opdracht 


Controleer door substitutie in differentiaalvergelijking (7.1) dat formule 
(7.2) daaraan voldoet. 


Voorbeeld 2 Een deeltje met massa m maakt een vrije val door de lucht, loodrecht naar beneden (zie fi- 


guur 7.2). Ga ervan uit dat in dit geval de luchtweerstand W evenredig is met de snelheid v 
van het deeltje, dus W = kv, waarbij k een evenredigheidsconstante is. We bepalen een rela- 
tie tussen de snelheid en de tijd t. 

De zwaartekracht G op het deeltje is naar beneden gericht. Voor G geldt G = mg. De lucht- 
weerstand, die het deeltje ondervindt, is tegengesteld aan de bewegingsrichting. Volgens de 
tweede wet van Newton is de som van de op het deeltje werkende krachten gelijk aan ma, 
waarbij a de versnelling van het deeltje is. 


kv 


Figuur 7.2 
Valbeweging van een deeltje 


Er geldt dus: ma = mg — kv. De versnelling a is de afgeleide van de snelheid v naar de tijd 


t, dus geldt: 
dv 

m— = mg — kv | la 
T g (7.3) 


Vergelijking (7.3) is een differentiaalvergelijking met v als onbekende functie van de tijd t. In 
paragraaf 7.3.2 zullen we zien hoe deze differentiaalvergelijking wordt opgelost. 
a] 
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Opdracht ( A 


mg 


Substitueer v = Ce m 4 F3 in differentiaalvergelijking (7.3) en laat 


zien dat aan de differentiaalvergelijking wordt voldaan. 
We geven nu een definitie van het begrip differentiaalvergelijking. 


Definitie 

Een differentiaalvergelijking is een vergelijking die een verband legt tussen een on- 
afhankelijke variabele (bijvoorbeeld x), een onbekende functie (bijvoorbeeld 
y = f(x)) en een of meer afgeleiden hiervan (in dit geval dus y',y”, ---,y™). 

Voor de algemene schrijfwijze van een differentiaalvergelijking, waarin alles naar 
het linkerlid is gebracht, geldt: 





Fey) Bn ard p”) eme 0 (7.4) 
Anders geschreven: 
dy d°y d” r) 
F X, A a T E a. a 1: 
( Para” dr rsa 
Opmerking 


Als de onbekende functie in een differentiaalvergelijking een functie is 
van één onafhankelijke variabele (bijvoorbeeld y = f (x)), dan spreken 
we van een gewone differentiaalvergelijking. 

Naast de gewone differentiaalvergelijkingen zijn er ook partiėle differenti- 
aalvergelijkingen. Zo’n vergelijking legt een verband tussen een onbe- 
kende functie z = f(x,y) van twee of meer onafhankelijke variabelen, 
deze variabelen zelf (bijvoorbeeld x, y, ...) en de partiële afgeleiden van 


Oz Oz Fz 
Z: —,—,;.. 2—7-  ENZoOvVoOTt. 
dx Oy ox ə 5 
Aan de partiële differentiaalvergelijking Xe = Ve wordt onder andere 
% Oy 


voldaan door de functies z = xy en z = x y, 


Definitie 
De orde van een differentiaalvergelijking is gelijk aan de hoogste orde waarin de af- 
geleide(n) voorkomen. 

d’ d’ 
Zo is x? m. — F + 7x = 0 een differentiaalvergelijking van de vierde orde. 

X 

Definitie 
De algemene oplossing van een differentiaalvergelijking is de verzameling van alle 
oplossingen van die differentiaalvergelijking. 


De algemene oplossing van een n-de orde differentiaalvergelijking bevat n wille- 
keurige integratieconstanten. Dit is te verklaren uit het feit dat we n keer zullen 
moeten integreren om uit de n-de orde afgeleide y” de algemene oplossing y te 
kunnen bepalen. 














Voorbeeld 3 
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We gaan na dat de differentiaalvergelijking 


als algemene oplossing heeft: y = C} sinx + C, cosx. -o 
_ We controleren door substitutie of ge gegeven oplossing voldoet aan de e differentiaalvergelit 
king. — -~ 


Y= C} cosx — C, sinx 

X 

Iy een 

o o ı Sİnx — C, cosx 
3o 

We aenda S = yond y 
dx dx 


De gegeven oplossing voldoet aan de differentiaalvergelijking en heeft twee constanten, wat 
precies genoeg is. We hebben dus te maken met de algemene oplossing. | 
B 


Opmerking 

Aan de differentiaalvergelijking uit voorbeeld 3 wordt ook voldaan door 
functies zoals y = sinx, y= cosx, y = 2 sinx +5cosx of zelfs y = G sinx, 
maar in geen van deze oplossingen zitten twee willekeurige integratiecon- 
stanten. Zij vormen dus niet de algemene oplossing. 


Opgaven bij 7.1 


Toon aan dat u = x + Ce” (C is een willekeurige reële constante) de algemene op- 


lossing is van de differentiaalvergelijking an =ü 44 l. 


Toon aan dat y = C; e* — C, g7 (C) en G, zijn willekeurige reële constanten) de al- 
2 

gemene oplossing is van de differentiaalvergelijking E -3 7 +2y=0. 

Toon aan dat y = Ax” + Bx + C (A, Ben C zijn willekeurige, reële constanten) de al- 

gemene oplossing is van de differentiaalvergelijking y® = 0, 
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Differentiaalvergelijkingen 


Toon aan dat de gegeven algemene oplossing voldoet aan de gegeven differentiaal- 
vergelijking. 


algemene oplossing differentiaalvergelijking 


a Y =2x +C ya 
dx 
b y=Ct Vz 
dx 
c y=e+C dY ze 
dx 
d 
d = Ce” ib en 
Hd de x 
e y=e +Cx Vein 
dx 
f y = Cx dE gy 
dx 


Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
Inleiding 


Een differentiaalvergelijking van de eerste orde legt een relatie tussen de variabele 


dy 


(x), de te bepalen functie (y) en de eerste orde afgeleide Jz van die functie. Een 
x 


eerste orde differentiaalvergelijking heeft dus de vorm 


P(xy, a) =p 
dy 


Wanneer uit deze vergelijking dx kan worden opgelost, kunnen we de vergelijking 
ook schrijven als: 


Y = f(xy) 


Of korter: 
y =fluy) 


(7.6) 


(7.7) 


Er is nog een andere notatie mogelijk, de zogenaamde differentiaalnotatie, waarbij 
linker- en rechterlid differentialen zijn. Deze notatie heeft de vorm: 

dy = f (x,y)dx (7.8) 
Deze notatie zullen we zo veel mogelijk vermijden, omdat hierin niet te zien is dat y 
een functie van x is. 


De algemene oplossing van een differentiaalvergelijking van de eerste orde bevat 
één willekeurige reële constante C. Voor iedere waarde van Cis er een andere oplos- 
sing. Er zijn dus oneindig veel oplossingen, die we particuliere oplossingen noemen. 
Een particuliere oplossing ontstaat dus uit de algemene oplossing door de con- 
stante C een waarde Cp te geven. 

Soms kunnen we de waarde Cp zelf kiezen. In andere gevallen wordt de waarde C, 
bepaald door de beginvoorwaarde, die bij de differentiaalvergelijking gegeven is. 
Zo’n beginvoorwaarde is bijvoorbeeld: y = 3 voor x = 0, of korter: y(0) = 3. 













Voorbeeld 4 


Figuur 7.3 
Oplossingskrommen van de 
differentraalvergelijking uit 
voorbeeld 4 
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De grafische afbeelding van de algemene oplossing van een differentiaalvergelij- 
king van de eerste orde is een verzameling krommen. Voor iedere waarde van C krij- 
gen we een andere kromme. Deze krommen noemen we de oplossingskrommen van 
de differentiaalvergelijking. Met iedere particuliere oplossing komt een bepaalde 
kromme overeen, de particuliere oplossingskromme. 


De diferentiaalvergelijking — — Y heeft de algemene oplossing y = C- 1 We bepalen de 
X X X 


particuliere oplossing waarvoor geldt y(2) = 1. 
We substitueren de beginvoorwaarde (y = 1 als x = 2) in de algemene oplossing en vinden 
i- C-i Dit gett — 2. 


De gevraagde particuliere oplossing is dus y = 2 - 1 oftewel y = 
X ~ X 
mi 


In figuur 7.3 hebben we de particuliere oplossingskromme uit voorbeeld 4 getekend 
samen met een aantal andere particuliere oplossingskrommen van de differentiaal- 
vergelijking . Het betreft zes krommen, namelijk 


© y=-£, voor C= -2 
èe y=—, voor C = 
2x i 
èe y= ——, voor C = —>— 
AX 2 
e y=, voor C=1l 
x 
e y= ——, voor C = -l1 
X 


e y=0, voor C =0 





Elke kromme bestaat uit twee delen. Het resultaat is een ‘waaier’ van oplossings- 
krommen. 


Als we een een verzameling krommen hebben, die slechts van elkaar verschillen 
door andere keuze van de constante, dan hoort bij deze verzameling een differenti- 
aalvergelijking. Zie hiervoor het volgende voorbeeld. 
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Voorbeeld5 





Gegeven de verzameling cirkels xX + y? — C, met C > 0. We bepalen de differentiaalverge- 
lijking waarvan deze verzameling de algemene oplossing is. 

Als we de gegeven vergelijking één keer impliciet naar x differentiëren, dan verdwijnt de con- 
stante C. Zo ontstaat de gevraagde differentiaalvergelijking. Bedenk dat bij het differentiëren 
y gezien moet worden als een functie van x. Bij het differentiëren van y? passen we dus de 
kettingregel toe: 


xo y Y 
dx 


De constante C is verdwenen. We hebben nu de gevraagde differentiaalvergelijking gevon- 


den. Eventueel kunnen we de differentiaalvergelijking herschrijven tot: 
dy X 
dx y 


In de oorspronkelijke vergelijking kunnen we ook in linker- en rechterlid de differentiaal ne- 
men. Dit gaat als volgt: 
xe + y’ Lo 
2 2 
d(x ty ) dG) > 
2xdx + 2ydy = 0 = 


wo u 


dx y 


In het volgende voorbeeld bepalen we, net als in voorbeeld 5, van een verzameling 
krommen de bijbehorende differentiaalvergelijking. 


Voorbeeld ERANA Gegeven de verzameling krommen y = x + Ce *. We bepalen de differentiaalvergelijking 
waarvan deze verzameling de algemene oplossing is. 
We differentiëren de gegeven vergelijking naar x en vinden: 





Y ie. 

dx 

of korter: 

y i Gen (7.9) 


We moeten nu C nog elimineren. Uit vergelijking (7.9) kan C worden opgelost: 


vyv i Ge o ly C y)’ (7.10) 


Door (7.10) in de gegeven vergelijking y = x + Ce * in te vullen wordt C geëlimineerd. We 
krijgen 
y xttl- y) e e >y xil-y (7.11) 


Vergelijking (7.11) is de gevraagde differentiaalvergelijking. Deze kan op allerlei maniern ook 
anders geschreven worden, bijvoorbeeld als 
Yy- x-i- Oaiy ty=x: lofasy == var. 
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Voorbeeld 7 
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Meetkundige betekenis van een differentiaalvergelijking 


Stel dat een differentiaalvergelijking van de eerste orde geschreven kan worden als: 
y =f(xy) nin 


Aan differentiaalvergelijking (7.12) voldoet een ‘waaier’ van oplossingskrommen. 
Neem eens aan dat het punt P(x9,yo) op een van de oplossingskrommen ligt. Voor 
dit punt geldt volgens vergelijking (7.12): 

y (x0) =f(%0o) (7.13) 


De afgeleide is de richtingscoëfficiënt van de raaklijn. Grafisch betekent (7.13) dus 
dat we in ieder punt de richting van de raaklijn aan de oplossingskromme door 
dat punt weten. We kunnen dan in ieder punt een klein stukje raaklijn tekenen. 
Zo’n stukje raaklijn wordt een lijnelement genoemd. Het lijnelement in een punt 
P(x9,yo) heeft richtingscoëfficiënt mp = f (xọ.Yo )- Door in vele punten in het xy- 
vlak zulke lijnelementen te tekenen ontstaat een beeld van de oplossingskrommen. 
Zo’n beeld lijkt op het een patroon van ijzervijlsel op een plaat waarop een magne- 
tisch veld heerst. Alle lijnelementen samen vormen met elkaar een dergelijk pa- 
troon. Het beeld dat op deze manier ontstaat, noemen we het richtingsveld, beho- 
rend bij de gegeven differentiaalvergelijking. 

Het is vrij veel werk om in ieder punt de richtingscoëfficiënt te bepalen en dan het 
lijnelementje te tekenen. Vaak kan het richtingsveld op handiger manier getekend 
worden. We nemen dan een bepaalde richting mọ en bepalen alle punten waar 
het lijnelement die richting heeft. Al die punten liggen op een kromme y = g(x 

die we een isokline (iso = gelijk, kline = helling) noemen. 


De isokline y = g(x) is geen oplossingskromme, maar alleen een hulp- 
middel bij het tekenen van het richtingsveld 


We tekenen het richtingsveld, behorend bij de differentiaalvergelijking: 


yo 

dx y 

We bepalen eerst een aantal lijnelementen. 

In het punt (1,1) geldt A= -i = —1. Dit betekent dat het lijnelement een lijnstukje is 


met richtingscoëfficiënt —1. Dat is dus een dalend lijnstukje dat onder een hoek van 45° 
staat met de x-as. _ 

In het punt (—2,1) geldt 2- -=*= — 2. Dit geeft een stijgend lijnelement met richtings- 
coëfficiënt 2. De tangens van de richtingshoek is 2 en de richtingshoek i is ruim 63°. 


In het punt (0,3) geldt Y= -5 = 0. Dit geeft een horizontaal lijnelement. 


In het punt (4,0) geldt Le -2 = +00. Dit geeft een verticaal lijnelement. (N.B. De nota- 


tie is niet zo fraai, en zou eigenlijk met limieten moeten worden weergegeven.) 


Figuur 7.4 
gsveld bij voorbeeld 7 


Differentiaalvergelijkingen 





Deze werkwijze is erg tijdrovend. Daarom gaan we isoklinen bepalen. 
We bepalen de isokline horend bij richtingscoëfficiënt 1. Voor een punt op deze isokline moet 


gelden 1 = — a dit geeft y = —x. Dit betekent dat in alle punten op de lijn y = —x een lij- 
y 5 


nelement getekend kan worden met bij richtingscoëfficiënt 1, dus een stijgend lijnelement 
onder een hoek van 45° met de x-as. 


Voor een punt op de isokline horend bij richtingscoëfficiënt 2 moet gelden 2 = — - dit geeft 
y= — 7* In alle punten op deze lijn kan een lijnelement getekend worden met richtings- 
coëfficiënt 2. Eén van die punten is hierboven al genoemd, namelijk het punt (—2,1). 

Voor een punt op de isokline horend bij richtingscoëfficiënt 0 moet gelden 0 = — 7, dit geeft 


x = 0 (mits y Æ 0). Dit is de y-as (zonder de oorsprong). In alle punten op de y-as is er dus 
sprake van een horizontaal lijnelement. 

Op de x-as liggen de punten waar het lijnelement verticaal staat. Een voorbeeld daarvan 
stond hierboven, namelijk het punt (4,0). 


In figuur 7.4 is een aantal isoklinen getekend. Het zijn allemaal rechte lijnen die door de oor- 
sprong gaan. Het zijn slechts hulplijnen voor het tekenen van lijnelementen. Ook een aantal 
lijnelementen is ingetekend. 


y=-x | y=x(C--1) 
V-34- 2) 
S 
IR 
2 1 E 
V xC 2] 
y=-x(C=1) 
2 zet 
<0 y=-2x (C= 4) 


Kijkend naar de lijnelementen in figuur 7.4 is te zien dat de oplossingskrommen waarschijn- 
lijk concentrische cirkels zijn. Dat dit werkelijk zo is blijkt uit voorbeeld 5. | 
| EN 


Opdracht 
Teken het richtingsveld van de differentiaalvergelijking y” = x. Wat voor 
oplossingskrommen verschijnen er? Geef daarvoor een verklaring. 
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In het volgende voorbeeld laten we zien hoe we met het computeralgebrasysteem 
Maple een richtingsveld kan worden getekend. 


Voorbeeld 8 We tekenen het richtingveld van de differentiaalvergelijking n = met behulp van Maple. 
X 


Om in Maple commando's te kunnen gebruiken die betrekking hebben op differentiaalverge- 
lijkingen is het nodig de bijbehorende bibliotheek DE tools aanteroepen. (DE staat voor Dif- 
ferential Equation). Inhet daaropvolgende commando af ie ldplotwordthetrichtingsveldge- 
tekend. Daaringeeft di f f (y (x) , x) deafgeleide van y naarxweer. We willen lijntjes en geen 
pijltjes, daarom geven we de optie ar rows=LINE mee. 

De Maple-sessie verloopt als volgt. 

>with(DEtools): 
sdfieldplot(aifEly(s) Kx) x/ (AVR), VI), Kmer 
arrows=LiINE) ; 



















Fi guu r 7 . 5 TTE er tE en in tn en ns an 
Dan rete enmet manent te eee Winn in in ins aN 
Pa a nn en nd nn ns N 
WE pE ETET En nn en NLN 
HE en je Se ne 
a ra Ps A ef TION e a aea ne N N M 
a a 
V 
A Oa S eN nn n nn A T E E RE we 
Ne a me en ag Mn EE AT rt Pd ed 
NN T T rf A LE 
nn meter ans iaraa  d aT T aS 
Danne ene ane 5 zn ED 
Het lijkt er op dat de oplossingskrommen ellipsen zouden kunnen zijn. 
We tekenen het richtingsveld van (2y — 3)dy + (1 — 2x)dx = 0. 
dy 2x—1 
Herschrijf de differentiaalvergelijking in de vorm — = ——. 
dx 2y—3 
De Maple-sessie verloopt als volgt. 
=with(DEtools): 
-afield plo (diff iyv(s) x)= (2x 1)/ (2y) 3) y(x) = 
l:.2,yY 0..3,aärrows LINE)? 
B M ANNAN aaner EEE P rF E. 
Figuur 7.6 ae a EL 
X ` MS ~ ENS nen gan ED eT Er ZE De Z FE KA 
N y ` ~ N E EN En SE ” $ Fa Z £ 
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\ | \ N i matt i $ f | | | N 
PPR OSLU 
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PN a je arien anse Tn En, ->> DN, 
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Nu lijken de oplossingskrommen hyperbolen te zijn. 
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In de volgende paragrafen gaan we kijken naar methoden waarmee we differenti- 
aalvergelijkingen van de eerste orde kunnen oplossen. 


1.2.3 Differentiaalvergelijkingen met te scheiden variabelen 


Als een differentiaalvergelijking van de eerste orde te herleiden is tot de vorm 





e- za 
en daarmee tot 
g(y)dy =f(x)dx (7.15) 


spreken we van een differentiaalvergelijking met te scheiden variabelen. 


In vergelijking (7.15) staan alle y's aan de ene kant en alle x’s aan de andere kant van 
het = —teken. Een dergelijke differentiaalvergelijking kunnen we oplossen door lin- 
ker- en rechterlid van de vergelijking te integreren. We krijgen dan: 


[ear = [foar = 

Gy) + CG) = E(X) FG > G(y) = F(x) + C 

Hierin is G een primitieve functie van g en Feen primitieve van f. C} en C, zijn wil- 
lekeurige constanten, die we in de laatste stap vervangen hebben door één nieuwe 


willekeurige constante C = C, — C}. De algemene oplossing van de differentiaal- 
vergelijking in (7.14) of (7.15) is impliciet gegeven door G(y) = F(x) + C. 


Voorbeeld 9 We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking 7 = 3y. 


We veronderstellen dat y Æ 0. Aan het einde van dit voorbeeld komen we hier nog op terug. 
De variabelen x en y zijn nu eenvoudig te scheiden. 


liy adx 
y 


We integreren het linker- en rechterlid en herleiden de gevonden oplossing. 


[re — E = 
y 


Injy| + C = 3x + C, => 


Injy| = 3x + C, — 


y| = e” - e" = 
yv e.p” => y = C, e” 


In de tweede stap is een nieuwe constante C, = C, — C, ingevoerd. In de laatste stap staat 
een nieuwe constante C}. Deze constante kan alle reële waarden aannemen, behalve 0. Dit 


kan als volgt worden ingezien. C, is een willekeurige reële constante, dus e°? is een wille- 
keurige positieve constante. Dan is C} = el? een willekeurige constante die positief óf 


negatief kan zijn, maar niet gelijk aan nul. 
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We komen nu terug op de gestelde voorwaarde dat y Æ 0. Als y = 0 dan geldt ook uy 0. 
We vullen dit in de gegeven differentiaalvergelijking E En 3v) in en krijgen: 0 = 3 - 0. 
Hieraan zien we dat ook y = 0 een oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is. 
Samenvattend geldt dus voor de oplossing: 

y = C, - e™, met C, #0ofy=0 

Als we voor de constante ook de waarde 0 toelaten dan kunnen we dit samen nemen tot: 


y= l e” metl R. 


Opmerking 

De situatie die zich zojuist voordeed in voorbeeld 9 zullen we vaker te- 
genkomen. In eerste instantie moeten we een mogelijke oplossing uit- 
sluiten in de berekening. Later blijkt deze mogelijke oplossing wel te vol- 
doen. Deze oplossing blijkt eenvoudig samen te nemen te zijn met de 
eerder bepaalde oplossing. 


Voorbeeld 10 We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking o T 





w x 
Onder de voorwaarde dat y Æ 0 is scheiden van variabelen mogelijk. 
Wy Yoly- h 
dx X y X 


We integreren links en rechts. 


fio SS [re = 
y X 


Inly| + C, = — In]x| + C, 


We gaan over op één constante en herleiden de oplossing. 
inly| — — nx + C, => 


In — Inlxl+C 
aw 


ef 
ly Te PPT a 
Moo y 
|x] X 


We vervangen +e% door C, en krijgen: 


1 

LC 

y o; 
Net zoals in voorbeeld 9 geldt C} # 0. 


De mogelijke oplossing y = 0, die we even hebben uitgezonderd hebben, voldoet ook aan de 
gegeven differentiaalvergelijking (ga dit na!) 


De algemene oplossing bestaat dus uit de oplossing y = C} - T met C, Æ 0 en ook y = 0 
X 


: 1 
voldoet. Dit kunnen we samen nemen tot y = C - — met C € R. 
X 
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Voorbeeld 11 Nt 





Differentiaalvergelijkingen 


Opmerking 


Als de differentiaalvergelijking in voorbeeld 10 gegeven was in de vorm 


Lo = — £ dan was y = 0 geen particuliere oplossing geweest. De alge- 

y Xx 

mene oplossing van deze differentiaalvergelijking is y =C. 3 met 
xX 

G Ap, 


Vaak kunnen de variabelen in een eerste orde differentiaalvergelijking niet worden 
gescheiden. Het is dan niet mogelijk de ene variabele uitsluitend in het linkerlid en 
de andere uitsluitend in het rechterlid onder te brengen. 

Als een eerste orde differentiaalvergelijking lineair is, kan de techniek van het schei- 
den van de variabelen echter wel gedeeltelijk worden gebruikt. Zie hiervoor para- 
graaf 7.3. 


Singuliere oplossingen 


Tot nu toe gaf de algemene oplossing van een differentiaalvergelijking van de eerste 
orde alle oplossingskrommen weer. Een particuliere oplossing konden we vinden 
door voor de constante C een bepaalde waarde te kiezen. 

Behalve de algemene oplossing heeft een differentiaalvergelijking soms zoge- 
naamde singuliere oplossingen. Deze kunnen niet worden gevonden door voor C 
een bepaalde waarde te kiezen. Ze voldoen wel aan de gegeven differentiaalvergelij- 
king en zijn dus wel een oplossing daarvan. 


We laten dit zien aan de hand van een voorbeeld. 


We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking 
y% IvA- y = 0 
dx 


We lossen deze vergelijking op via scheiden van variabelen. Herschrijven geeft: 


y- d (7.16) 

\/4—y 

Deze stap is alleen toegestaan als y? Æ 4, dus als y Æ 2 en y Æ —2. Als we y = 2 (en als 

gevolg daarvan A = 0) invullen in de oorspronkelijke differentiaalvergelijking, dan zien we 
X 


dat y = 2 een oplossing is van de differentiaalvergelijking. Dit zelfde geldt voor y = —2. De 
bijbehorende oplossingskrommen zijn twee rechte lijnen, die evenwijdig aan de x-as lopen. 


We gaan verder met formule (7.16) en integreren eerst het linkerlid. We passen de substitutie 


t=4— y en dus dt — —2ydy, waaruit volgt ydy = dt 
toe en krijgen: 


y 1 zet) |= 
S yl l o io 

| En [z 2 2/t 
ZE et 


Integratie van het rechterlid geeft: 


je — -k +C. 








Figuur 7.7 
Algemene oplossing met 


singuliere oplossingen 
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We krijgen dan: 


ay Ee = —X + l, => 
/ 2 2 
Ay =x+6 -CG => y4-y =x. 


Om beter te kunnen zien wat dit voorstelt kwadrateren we linker- en rechterlid: 


4y — (x+ => AOH A 


Dit lijkt een cirkel met middelpunt (—C,0) en straal 2 te zijn. Echter, omdat 
V4— y = X + C, moet gelden x + C > 0, waardoor we slechts halve cirkels als oplossin- 


gen krijgen. 


De eerder gevonden rechte lijnen y = 2 en y = —2 vallen niet onder de verzameling halve 
cirkels en voldoen voor geen enkele waarde van C aan de bijbehorende vergelijking. Ze beho- 
ren dus niet tot de eerder genoemde ‘waaier’ van oplossingen. 

Omdat ze wel aan de gegeven differentiaalvergelijking voldoen, noemen we ze singuliere op- 
lossingen van de differentiaalvergelijking. Dat singuliere oplossingen toch nog wel iets met 
de andere oplossingen te maken hebben, blijkt wel uit figuur 7.7. De beide rechte lijnen vor- 
men de omhullenden van de verzameling halve cirkels. 





In de praktijk spelen singuliere oplossingen geen rol van betekenis. Daarom zullen 
we het bij dit ene voorbeeld laten. 
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1.3 


1.3.1 





Differentiaalvergelijkingen 


Opgaven bij 7.2 


Teken het richtingsveld dat hoort bij de volgende differentiaalvergelijkingen. Ge- 
bruik daarbij de isoklinen. 


dy x 
y =y de y 
b y =y d x ay +y=0 
dx 
Bepaal de algemene oplossing van de volgende differentiaalvergelijkingen. 
dy 2 dy 
a 2y 3) (1 —4x) =0 c A= y= 
Ep F | ) de 
b yl+x=0 d Ype 


Bepaal de algemene oplossing van de volgende differentiaalvergelijkingen. 


y-x dy > 2 dz 
a e “= d E 4- fÁ 2 ke H 
dx ( li l ) 
dw di . 2 
b 2(z+2)— =(2w-l1 e t— +1i=lil 
( ) iz ( ) EP 
Ee met f Az amet 
dv du 


In de volgende vraagstukken is van een functie y = f (x) een differentiaalvergelij- 
king gegeven en een aanvullende (begin)voorwaarde. Bepaal deze functie. 


a x-2) X =yeny(8)=2 


X 
b -r Ly — Oen = 
dx 2 
M Nr T eT 
dt 
d wE ave” = 0 en w(0) = v2 
V 


Lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
Inleiding 


Een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde is een differentiaalvergelijking 
die als volgt geschreven kan worden: 


o + P(x)-y = Q(x) (7,17) 


Hierin zijn P(x) en Q(x) gegeven continue functies van x (of constanten). Formule 
(7.17) noemen we ook wel de standaardvorm van een lineaire differentiaalvergelij- 
king van de eerste orde. 


Als Q(x) = 0, dan noemen we differentiaalvergelijking (7.17) homogeen, in alle an- 
dere gevallen heet de differentiaalvergelijking inhomogeen. 


We bekijken eerst een lineaire differentiaalvergelijking die homogeen is. Deze heeft 
de vorm: 
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dy 
LP(x)-y=0 (7.18) 
] (x) -y 


De algemene oplossing wordt gevonden door scheiding van de variabelen, waarbij 
we veronderstellen dat y # 0: 


ma k da 


j T | Paa = Inly| =- | Pad 


Als F(x) een primitieve van P(x) is, dan geldt: 


In|y| = -F(x) + G > 
iy! E a VFG en 
y = alg N 


—F(x) F(x) 


y= tele bf E 
Hierin geldt: C, # 0. 
Eenvoudig is in te zien dat ook y = 0 een oplossing is. Dus geldt: 


HG: e“ met Ce R (7.19) 


De zojuist getoonde oplossingsmethode volgen we in voorbeeld 12. 


RLC We lossen de differentiaalvergelijking d — yx = 0 op. Deze differentiaalvergelijking is li- 
x 
neair en homogeen, we gebruiken daarom de zojuist beschreven methode. 


Y bely 
dx y 


[ra Ee [xax = lny — +6, > 


y del y >y L 


Hierbij geldt C, Æ 0. ; 
2 

ZK 

Omdat y = 0 ook voldoet is de algemene oplossing: y = C - e metle R. 


Als een lineaire differentiaalvergelijking inhomogeen is, gebruiken we de volgende 

oplossingsmethode. 

We reduceren de op te aspen differentiaalvergelijking. Dat wil zeggen we maken de 

differentiaalvergelijking A -y = Q(x), (7.17), homogeen door te stellen 

Q(x) = 0. 

Deze gereduceerde differentiaalvergelijking lossen we op. Zoals zojuist is beschre- 
i ; —F(x) 

ven geldt voor de oplossing hiervan: y = C - e , of anders geschreven 


y= C-f(x), meta) = ga, (7.20) 
Hierin is F(x) een primitieve van P(x). 
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We kiezen nu: 

y= u(x- f(X) (7.21) 
en veronderstellen dat deze y een oplossing is van de gegeven differentiaalvergelij- 
king. Als y een oplossing is van (7.17) dan moet bij invullen in de differentiaalverge- 
lijking een bewering ontstaan die altijd waar is. Om de oplossing y = u(x) - f(x) in te 
kunnen vullen hebben we de afgeleide van y nodig. 


Differentiëren van y = u(x) - f(x) geeft y (x) = u(x) - f(x) + u(x) - f'(x), kortweg: 
y =u- f+u- f (7.22) 


We substitueren de uitdrukkingen (7.21) en (7.22) in differentiaalvergelijking (7.17) 


en vinden: 

(w f tuf") +P) (uf) = a) (7.23) 
We herschrijven deze vorm tot: 

u -f +u. (f + P(x): f) = Q(x) (7.24) 


We bekijken de vorm f” + P(x) - f, die tussen haakjes staat. y = f (x) is een oplossing 
van de gereduceerde differentiaalvergelijking. We zien dat door C = 1 te kiezen in 
de algemene oplossing y = C - f (x). Er geldt dus f’ + P(x) -f = 0. 

Dit verwerkend in (7.24) vinden we: 


w -f =Q) (7.25) 


In formule (7.25) is Q(x) gegeven en is f(x) inmiddels bekend. Dat betekent dat 
u (x) bekend is en dat via integratie u(x) bepaald kan worden. Deze u(x) substitue- 
ren we in formule (7.21), dus in y = u(x) - f(x). Op deze manier krijgen we de alge- 
mene oplossing van de inhomogene, lineaire differentiaalvergelijking. 


Opmerking 

De beschreven methode voor het oplossen van een inhomogene, li- 
neaire differentiaalvergelijking wordt vaak variatie van de constante ge- 
noemd. De constante C in formule (7.20) (dit is de oplossing van de ge- 
reduceerde differentiaalvergelijking) wordt vervangen door een functie 
u(x), dus de constante wordt variabel gemaakt. 


In voorbeeld 13 lossen we een inhomogene lineaire differentiaalvergelijking van de 
eerste orde op met de methode van ‘variatie van constante’. 


Voorbeeld 13 | | We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 


De vergelijking is een inhomogene, lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde. In de 


‘standaardvorm’ oy + P(x) -y = Q(x) (formule (7.17)) is P(x) = —x en U(x) = x. 
We reduceren de gegeven differentiaalvergelijking door het rechterlid 0 te stellen: 
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Volgens de methode van ‘variatie van constante’ stellen we nu (zie formule (7.21): 


y = u(x) - e? (7.26) 
We doorlopen de boven beschreven stappen. We hebben de afgeleide van y(x) nodig en ge- 
bruiken bij het dfferentiëren de kettingregel. 


1 Ê 12 


y = u (x) - e? dux es -x (7.27) 


We substitueren (7.26) en (7.27) in de gegeven differentiaalvergelijking en herleiden de ge- 
vonden uitdrukking: | 


2 


(woo + u(x) - 2 x) — (uo - k Jx E 


12 13 12 


x —X TA 
ü be Lue x u) e xox 


Het onderstreepte deel is gelijk aan 0. We krijgen vervolgens: 


13 12 
—X EN mA, 
u (x)-e =x=>u (x) =x- e! > u e dx 


en 1 
Deze integraal kunnen we bepalen met de substitutie t = — A0 waaruit volgt dt = —xdx. 
We krijgen dan: 


ty | 
ue) = [xe ' den edt el Ce +C 


12 
=X 
Deze gevonden u(x) substitueren we in y = u(x) - e? (formule (7.26)) en krijgen daarmee 
de algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking. Er geldt: 


Lo 2 | 12 1 
-X o X 2% 
y = u(x) - e? = (e? +e) -e eoo 


Opmerking 

In voorbeeld 13 volgden we de algemeen beschreven methode stap voor 
stap. We zagen bijvoorbeeld dat op een gegeven moment er twee ter- 
men tegen elkaar wegvielen. Dat was ook al zo in de algemene methode. 
We zouden dus een aantal stappen kunnen overslaan. Aan de andere 
kant is het zo dat het feit dat er twee termen wegvallen erop duidt dat 
we goed bezig zijn. Het geeft dus enige zekerheid over de juistheid van 
de berekeningen. 


Opdracht 

De differentiaalvergelijking uit voorbeeld 13 is ook op te lossen door 
scheiding van de variabelen. Los de gegeven differentiaalvergelijking 
ook op door scheiding van de variabelen en controleer het resultaat. 
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1.3.2 





Differentiaalvergelijkingen 


Bepaal de algemene oplossing van de inhomogene, lineaire differentiaalvergelijking: 


dy 


— +y = 3+ sinx 
dx 


X 
Oplossing 

We doorlopen de stappen waarmee de oplossing gevonden kan worden. 
1 In standaardvorm brengen: 


ao — 3 sinx 


dx X X 
2  Homogeen maken: 
dx x 
3 Scheiding van de variabelen: 
Tay = — Tix 
y X 


A integratie en vervolgens de oplossing in de vorm y = C - f(x) brengen: 


y X 


Hieruit volgt (zie voorbeeld 10): 
y e aaam R 
X 
5 Variatie van de constante’. Stel y = u(x) - 1 (formule 7.21). Substitueer dit en ook: 
X 

uE 

X X 
in de gegeven differentiaalvergelijking en bereken u(x). 
(vw Ee u(x) 3) + u(x) Ee EK 

X X X 

u'(x)—u(x) bh u(x) sn 3 + sinx => 

X X 


u (x) = 3 + sinx => u(x) = | (3 + sinx)dx =3x — cosx + C 
6 De algemene oplossing wordt dan 
COSX 1 


yu) (3 — ee 
X X X X 


Zoals uit voorbeeld 14 blijkt, is het verstandig een differentiaalvergelijking eerst in 
de standaardvorm te brengen. Kan dit niet, dan is de differentiaalvergelijking niet 
lineair. De differentiaalvergelijkingen van de eerste orde die we in de praktijk zullen 
tegenkomen, zijn heel vaak lineair. Aan overige typen differentiaalvergelijkingen 
van de eerste orde zullen we daarom geen aandacht schenken. 


Homogene, lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
met constante coëfficiënten 


We bekijken het geval dat een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde 
constante coëfficiënten heeft. Dit betekent dat in algemene vorm 


K + P(x) -y = Q(x) (formule (7.17)), de functie P(x) een constante is: P(x) = p. De 


differentiaalvergelijking wordt dan sy + py = Q(x). Een iets andere vorm wordt ook 


wel gebruikt, namelijk: a + by = r(x), met a # 0. 
















Differentiaalvergelijkingen 


Het constant veronderstellen van de coëfficiënten is natuurlijk een beperking. In de 
toepassingen blijkt echter dat dit type differentiaalvergelijking vaak voorkomt. Een 
aparte behandeling is daarom op zijn plaats. 


We bekijken in deze paragraaf eerst de homogene lineaire differentiaalvergelijking 
van de eerste orde met constante coëfficiënten. Deze heeft de vorm: 


dy 

Eee — 0 

de PY 

Deze differentiaalvergelijking is eenvoudig op te lossen via scheiden van variabe- 


len. 


dy 1 
= = —py > -dy = -pdx 
' py p7 P 


Integratie van linker- en rechterlid geeft: 
l 
-dy = — Ja = 

¥ i r 


Iinjy| = —-px+ > 


B a PEIC 


y| = = 


y= +e“! .e ™ > 


y= C, -e FP, met C, #0 


Samen met y = 0, die ook een oplossing is, krijgen we: 
y=C-e ™, met CER 


Vaak wordt de oplossing van de homogene differentiaalvergelijking op een andere 
manier verkregen. We weten nu namelijk dat de oplossing een e-macht is. We kun- 


nen daarvan al op voorhand gebruik maken door de oplossing y = e™ te proberen 
in de gereduceerde differentiaalvergelijking. Uit y = g“ volgt a = Ae“. Dit invul- 
x 


lend in de differentiaalvergelijking krijgen we: 


Ae + pe™ =0 => (A+ p)e™ =0 


Omdat e™ nooit de waarde 0 kan aannemen geldt: 
à+ p=0 s> à= -p 


Dit betekent dat y = e ”™” een oplossing van de differentiaalvergelijking is. Omdat 
de differentiaalvergelijking lineair en homogeen is, geldt dat ook ieder veelvoud 
een oplossing is. Daarmee hebben we de oplossing van de differentiaalvergelijking 
gevonden: 
y=C-e” 

De zojuist getoonde methode is ook toepasbaar als de differentiaalvergelijking in 
een iets andere vorm staat, namelijk als: 


dy 
a— + by =0 
ix y 
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Voorbeeld 15 


1.3.3 





Differentiaalvergelijkingen 


A dy _ 


Invullen van y = e^™ en dus 7 Ae” levert nu: 
£ 


ae be" =0s 
(aà + b)e™ = 0 > 


EE 
a 


b 
—=X 
De oplossing wordt nuy = C-e “. 


De vergelijking aà + b = 0 wordt de karakteristieke vergelijking genoemd. 


Eenvoudig is in te zien dat het niet steeds nodig is om in te vullen y = e* en 


K — Ae“. De karakteristieke vergelijking is al direct op te stellen als we de differen- 


tiaalvergelijking in de juiste vorm hebben staan. 


Bij de differentiaalvergelijking a + by = 0 hoort de karakteristieke vergelijking 


aà + b = 0. Hieronder vervangen we F steeds door y”. 


We lossen de differentiaalvergelijking 3y" = 5y op. Het is een lineaire differentiaalvergelij- 
king van de eerste orde, die ook nog homogeen is. Hij is te schrijven als 3y° — 5y = 0. 


De karakteristieke vergelijking is dan 3A — 5 = 0. Dit geeft à = 7 


2K 
De oplossing is dan y = C - e. 


Inhomogene, lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
met constante coëfficiënten 


In de vorige paragraaf hebben we ons beperkt tot homogene differentiaalvergelij- 
kingen. Nu gaan we ook kijken naar inhomogene lineaire differentiaalvergelijkin- 
gen van de eerste orde met constante coëfficiënten. De algemene vorm hiervan is 
ay + by = r(x), met a # 0. 


Het oplossen hiervan gaat in drie stappen. 

Als eerste lossen we de bijbehorende gereduceerde (homogeen gemaakte) differen- 
tiaalvergelijking op. Dit levert het eerste deel van de oplossing, dat we Y pom noe- 
men. 

Vervolgens gaan we op zoek naar één enkele particuliere oplossing van de gehele 
differentiaalvergelijking. Deze oplossing noemen we Ypart- 

Ten slotte wordt de algemene oplossing dan gegeven door y = Yag = Yhom + Ypart 


Het bepalen van y; is in de vorige paragraaf aan de orde geweest. 

Het vinden van een particuliere oplossing Y„art kan lastig zijn. Toch zijn er wel wat 
richtlijnen te geven. Bij het bepalen van y„arų Kijken we goed naar de differentiaal- 
vergelijking ay’ + by = r(x). De vormen die in het rechterlid r(x) voorkomen geven 
richting aan ons denken. We geven enkele voorbeelden. 
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Voorbeeld 16 We lossen de differentiaalvergelijking y’ + 3y = sin (3x) op. 


Eerst bepalen we Ya . De gereduceerde differentiaalvergelijking is: y + 3y = 0. 
De karakteristieke vergelijking is dan A + 3 = 0, met als oplossing: A = —3. Dus 
yv u 


hom 


Nu gaan we Vaart bepalen. Voor Ypar Moet gelden dat Yon SYrart = 6 sin (3x). Een lineaire 


combinatie van y, en Yoan moet gelijk zijn aan 6 sin (3x). Het ligt dan voor de hand om voor 


part 


Ypart een combinatie van sin (3x) en zijn afgeleide cos (3x) te kiezen. Welke combinatie we- 


ten we niet. Dat moeten we verder uitzoeken. 
We proberen dus Ypat = K sin (3x) + L cos (3x), waarbij we K en L nog moeten berekenen. 
De particuliere oplossing Ypan Moet oplossing zijn van de differentiaalvergelijking. We kunnen 


K en L vinden door y__. en zijn afgeleide Yoan in de differentiaalvergelijking te substitueren. 


part 


Ypa = K sin (3x) + L cos (3x), dus Yoan = 3K cos (3x) — 3L sin (3x). 


Invullen in de differentiaalvergelijking geeft: 


(3K cos (3x) — 3L sin (3x)) + He sin Gx) + Lcos (3x)) = 6 sin (3x) 

Herleiden levert: 

(—3L + 3K) sin (3x) + (3K + cos B — 6sin(3x) 

Dit moet gelden voor iedere waarde van x. Daarom moeten de coëfficiënten van sin (3x) in 
linker- en rechterlid gelijk zijn. Dit geldt ook voor cos (3x). Dit geeft: | 


3K + 3L —= 0 K+L=0 


In het rechterlid staat geen term met cos (3x), de coëfficiënt van cos (3x) is daarom gelijk 
aan 0. We lossen het stelsel op en vinden: 


{k1 
o | 


Nu hebben we Voan bepaald: y — (3x) — cos (3x). De algemene oplossing is nu ook 


part 
eenvoudig op te schrijven: 
Y a ha hban Ce 7 | sin (3x) — cos (3x) 
Opmerking 


We gebruikten in voorbeeld 16 de letters K en L voor de te bepalen coëf- 
ficiënten. Als er meer nodig zijn dan gaan we natuurlijk verder met M, N, 
enzovoort. We kiezen liever voor deze letters dan voor A, B, C, enzovoort 
om verwarring te voorkomen met de constante C uit de oplossing van de 
gereduceerde differentiaalvergelijking. 


Voorbeeld 17 We lossen de oo y + ~ -o 5 met t beginvoorwaarde yO) 3 


op. 
We bepalen eerst de algemene -o en daarna verwerken we de beginvoorwaarde. 
Zie voorbeeld 16 voor y: y, „ = Ce r 


Nu gaan we Yar bepalen. Voor Ypan MOET gelden dat Vo 4 a Dx r 
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Een lineaire combinatie van y, en Yan moet gelijk zijn aan 9x? — 5. Het ligt dan voor de 


part 


hand om voor Ypart een combinatie van de termen in 9x? — 5 en alle mogelijke afgeleiden 
hiervan te kiezen. We kiezen dus voor een combinatie van X, x en 1. Welke combinatie we- 
ten we niet. Dat moeten we verder uitzoeken. 


We proberen dus Yoan Kx ix M. waarbij we K, L en M nog moeten berekenen. 

De particuliere oplossing Ypat moet oplossing zijn van de differentiaalvergelijking. We kunnen 
K, L en M vinden door Ypart EN zijn afgeleide Jon in de differentiaalvergelijking te substitue- 
ren. 
Vaart = K€ + Lx + M, dus y = 2Kx + L. 
Invullen in de differentiaalvergelijking geeft: 


(2Kx + L) + 3( Kx? + Lx + M) x io 
3Kx7 + (2K + 3L)x + (L + 3M) = 9 —5 


Dit moet gelden voor iedere waarde van x. Daarom moeten de coëfficiënten van xe, xen 1 in 
linker- en rechterlid gelijk zijn. Dit geeft: 


Kk K=3 
Kill sll- 2 
L+3M = —5 M= 


Nu hebben we Vrart bepaald: Ypat — 3x — 2x —1. De algemene oplossing is nu ook een- 
voudig op te schrijven: 


—3x 
Yag iom Ya Ce 


o LE A1 
We verwerken nu de beginvoorwaarde y(0) — 3. Invullen in de algemene oplossing geeft: 


Se ele 


De gevraagde oplossing is dus: 


yz he ed 


| We vullen de beginvoorwaarde pas in de algemene oplossing in. De fout 
wordt nogal eens gemaakt deze in te vullen in y, „ . De beginvoorwaarde 
hoort echter bij de situatie beschreven door de gehele differentiaalver- 
gelijking en niet bij de gereduceerde differentiaalvergelijking. 


Voor we iets algemeens over de methode gaan zeggen nog een voorbeeld, maar nu 
met een e-macht in het rechterlid. 


Voorbeeld 18 





— 5X 0 


We lossen de differentiaalvergelijking y + 3y = 4e p. 


Voor y _ (zie voorbeeld 16 en 17) geldt: y= Beas 


We bepalen Yar: Voor Ypa moet gelden dat Yoan 4 Ioan = Ae 


part” 


Een lineaire combinatie van Yaan. SP Yaan moet dus gelijk zijn aan 4e **, Het ligt dan voor de 


hand om voor Ypart Een combinatie van e °* en zijn afgeleide te kiezen. De afgeleide van 


e “is echter (op een constante factor na) ook e~ ™. 
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We proberen dus Y ar = Ke” waarbij we K nog moeten berekenen. We kunnen K vinden 


door Ypart EN zijn afgeleide Yoa . in de differentiaalvergelijking te substitueren. 


Ypat — Ke °*, dus fi ke 


Invullen in de differentiaalvergelijking geeft: 


(oke) + a(ke %) = 4e => ke % = 4e 


Dit moet gelden voor iedere waarde van x. Daarom moeten de coëfficiënt van ein linker- en 
rechterlid aan elkaar gelijk zijn. Dit geeft: —2K = 4 => K = —2 

£ — —5x 
Nu hebben we Vaart bepaald: Yoan —2e `. 
De gevraagde algemene oplossing is: 


-3 $ 
Y Ye Yo iim e w 


hom 


De keuze van y‚‚‚ was in bovenstaande voorbeelden afhankelijk van het rechterlid 
r(x) van de differentiaalvergelijking. We kozen in alle gevallen voor een Y„ar met 
daarin de vormen die in r(x) voorkomen en alle mogelijke afgeleiden. De coëffici- 
nt van zulke vormen is op voorhand niet bekend en moet bepaald worden door in- 
vullen in de differentiaalvergelijking. De methode wordt daarom ook wel de me- 
thode van de onbepaalde coëfficiënten genoemd. We hebben een drietal soorten r(x) 
onderscheiden, namelijk met een sinus en/of cosinus- functie, met een veelterm- 
functie en met een e-macht. Voor andere soorten ligt het gebruik van de zojuist ge- 
introduceerde methode niet voor de hand. 


Samengevat maken we de volgende keuze voor Ypart: 


l Als r(x) een sinus en/of cosinus met dezelfde hoekfrequentie is, dus als 
r(x) = k sin (wx) + l cos (wx), dan kiezen we voor part =K sin (wx) + Lcos (wx). 
2 Als r(x) een veeltermfunctie is, dus als 


r(x)= ka" + kaft 


n ; 
Ypart 7 Kax + Ka-1¥ 


+.: + kx + kọ, dan kiezen we voor 
mE n tn En 


3 Als r(x) een e-macht is, dus als r(x) = ke“, dan kiezen we voor Ypap = Ke“. 
In alle drie gevallen moeten de coëfficiënten (K, L; Ka Kn-1>-- -Ko en K) bepaald 


worden door de gekozen Y„art in te vullen in de differentiaalvergelijking. De me- 
thode heet de methode van de onbepaalde coëfficiënten. 


Niet in alle genoemde gevallen werkt bovenstaande keuze. We laten dit zien. 

We lossen de differentiaalvergelijking y’ + 3y = Ae 3% op. Het linkerlid is gelijk aan 
dat van de differentiaalvergelijking in voorbeeld 18. Daarom geldt: y, „ = C gr, 
Voor de particuliere oplossing y‚ ligt het voor de hand om te kiezen 
= Ke ®*, waarbij Knog berekend moet worden. De gekozen Ypart Moet oplos- 


Vpart 
— —3Ke ™ in de 


sing zijn van de differentiaalvergelijking. We vullen y‚ en 
differentiaalvergelijking in: 


(-3ke**) +3 (Ke) =46 


/ 
li part 


Herleiden levert: 


04e 
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De coëfficiënt Kis verdwenen en er staat iets onwaars. Kennelijk is er iets bijzonders 
aan de hand. Als we goed kijken zien we dat de gekozen y‚‚‚ = K pg gelijk is aan 
de berekende y, „ = Ce **, alleen de constante heeft een andere naam. Dat bete- 
kent dat de gekozen Vaan oplossing is van de gereduceerde differentiaalvergelijking 
en dus geen oplossing kan zijn van de gehele differentiaalvergelijking. De gekozen 
Ypart voldoet dus niet als particuliere oplossing. Maar wat nu? 

In dit soort gevallen kan gekozen worden voor een andere y‚‚‚ namelijk door de 
eerder gekozen y‚‚, met de variabele (in dit geval: x) te vermenigvuldigen. 


We proberen dus in dit geval ypart = Kxe **. De afgeleide hiervan is 
/ —3x —3x AN 
Var = Ke + Kx(—3e ) = K(1l -3xje 7; 
Om de coëfficiënt K te bepalen vullen we Ypart en Yar ‚in de differentiaalvergelijking 
in: 
(Ka = 3x)e *) +3 (xe **) = 4e > 


Herleiden geeft: 
Ke * — 3Kxe * + 3Kxe ** = 4e * > Ke ** = 4e” 


Door de bijzondere situatie vallen er termen tegen elkaar weg. We krijgen: 
K=4 
Dit betekent dat Ypart = Axe **. De algemene oplossing is dus: 


—3x —3x 
Y = Fag Ynom T Vpart = CE + 4xe 


Iets anders genoteerd: 
y = (4x + Oe * 


Een nog specialer geval doet zich voor als de differentiaalvergelijking van de vorm 
y' = r(x) is, waarbij r(x) een constante term bevat. De hierboven getoonde me- 
thode ligt dan niet voor de hand, omdat via integratie de differentiaalvergelijking 
opgelost kan worden. Mocht toch gekozen worden voor de methode van de onbe- 
paalde coëfficiënten dan gebeurt er iets soortgelijks als hierboven. De handelwijze 
is dan vergelijkbaar. We laten dit in het volgende voorbeeld zien. 


We lossen de differentiaalvergelijking y” — 4x + 3 op met de methode van de onbepaalde 
coëfficiënten. 

Eerst An bepalen. De karakteristieke vergelijking is: A + 0 = 0, dus A = 0. Dus geldt: 
1 6 


hom 


Nu Ypart: Op grond van het rechterlid kiezen we voor Yoan K‚x + Kọ- Er geldt dan 

fn = K. Invullen in de differentiaalvergelijking geeft: 

K =4x+3 

Hieruit zijn de coëfficiënten K} en Kọ niet te bepalen. We vermenigvuldigen daarom de eer- 
der gekozen Vpan MEt de variabele (x) en kiezen dus: 

Ypart = x(Kjx + Ko) =K, X H Kox 


Dit geeft: 
f 
Yan 2K x + Ko 
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Invullen in de differentiaalvergelijking: 
2Kjx + Ky = Ax 3 


Hieruit volgt: 

De =4 — Ik = 
K= 3 K= 3 

Dus geldt: 

Yoan 2e + 3x 

De algemene oplossing is daarmee: 

Y = Yag SY Frar SC + HX 


ho 
B 


We moeten dus een ‘ontsnappingsclausule’ in bovenstaande keuze van y,„ar inbou- 
wen en wel deze: 

Als de in eerste instantie gekozen particuliere oplossing vormen bevat die ook in de 
oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking voorkomen dan moet die 
gekozen particuliere oplossing vermenigvuldigd worden met de variabele. 


Opdracht 
Los de differentiaalvergelijking uit voorbeeld 19 op via integratie van 
linker- en rechterlid. 


We komen nu terug op de differentiaalvergelijking uit voorbeeld 2 en lossen deze 
op met de methode van de ‘onbepaalde coëfficiënten’. 


In voorbeeld 2 hebben we de differentiaalvergelijking me — mg — kv (7.3) opgesteld. Deze 
differentiaalvergelijking zullen we nu met de methode van de ‘onbepaalde coëfficiënten’ op- 
lossen. De differentiaalvergelijking is te herschrijven tot me + kv = mg. 


De gereduceerde vergelijking heeft karakteristieke vergelijking mA + k = 0, met oplossing 


a o o 
m K 


Er geldt dus: v,  — Ce m metC ER. 


We gaan nu een particuliere oplossing v__, bepalen. 


part 


Op grond van het rechterlid mg, dat constant is, kiezen we voor Vat L. (Len niet K om 


verwarring met de evenredigheidsconstante k te voorkomen). 


Er geldt dan v’ = 0. 
pa 


rt 
Invullen in de differentiaalvergelijking geeft m - 0 + kL = mg, dus L = Ee 
a 
Dus: Vaan ~ RE à 
en o — Am mg 
De algemene oplossing is dus v — Ve Vaan Ce T T met C e R. 
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Opdracht 
Aan de algemene oplossing in voorbeeld 20 (en voorbeeld 2) kunnen we 
zien dat de valsnelheid op den duur tot de waarde ra nadert. Geef een 


fysische verklaring voor het verschijnsel dat de snelheid na verloop van 
tijd nauwelijks nog verandert. 


We besluiten deze paragraaf met een voorbeeld van het gebruik van Maple voor het 
oplossen van een eerste orde differentiaalvergelijking. 


We lossen de differentiaalvergelijking 3 1 — x’ met randvoorwaarde y(1) = 4 op met 
X 


X 
Maple. Net als bij het richtingsveld moeten we ook nu de bibliotheek DE tools aanroepen. 


Om de notatie overzichtelijk te houden, geven we de differentiaalvergelijking een naam (dv) en ge- 
bruiken ditbijhetcommando dsolveomdealgemene oplossing (alg.opl) te bepalen. 
Maple noteert de integratieconstante met _£7. 





Voorbeeld 21 Pd 





De Maple-sessie ziet er zo uit. 
srestarbswich(DeEoOols)swren(ploes)s 
>dvi=diff (y(x),x)-4*ylx) /x=x/3; 


dj (Evo) ax n; 


>dsolve(dv,y(X)): 

y(x) = (In(x) + -CI)x° 
We bepalen nu de gevraagde oplossing door ook de randvoorwaarde te definiëren. 
> randvw:=y(1)=4; 


randvw := y(1) = 4 


>dsolve({dv, randvw}, y(x) ) ; 


y = (x) = (nx) + 4)x° 


We plotten ook nog de grafiek van de oplossing en het richtingsveld van de differentiaalver- 
gelijking 
=yp:=unapply(rhs{(s),x); 

yp := x — (In(x) + Ax 


>witn(plorts): 
>pl:=dfieldplot(dv,y(x),x=1..2,y=-2..20,arrows=line): 
=peisplot(volx) , X=l..2, EhLGKknesss3): 
>display({pl,p2},title=‘richtingsveldenoplossing\); 


richtingsveld en oplossing 


5 Sk 7 ND ANT WEA 
x A, 2 
Figuur 7.8 T a a 
ù d pg $ E ANY O E E n 

iguur 7. a A 
y f; hi 7 z $ a R z 5 

t 5 y 8 id $ 6 F 
ł 5 F pa E> ANN ANS E 8 Ee 
$ Ti è 3 Pod Ë Ë 
RE 
E LERT LL ELL An 
tf 

ESE 
$ z 
EF 
r P AE Ë 

ENA A Eor 
Pe 
yix) 40 o 
A 

PA es 
Ne 

We 

A i 
vr 
PAF 
m E 

Sd PE 






ge 


rs -F 
ar 


A 
pes 









Differentiaalvergelijkingen 


Opgaven bij 7.3 


EEA Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking. 


a OY panam 

b slro €500 
dx 
dw 

c — —wtanz=z 
dz 


2 Breng de differentiaalvergelijking in de standaardvorm en los deze vervolgens op. 
a A +yt2=0 
dx d 
b (+D 2ye (rt 
a+) Z-2y= (+1) 


C (1+2) X =xy+x 


B Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking. 
a di cost+ isint= 1 
dt de 
b 2tZ+4+z=l 
pn dt 
t— +x=t Int, mett > 0 
dt 
4 Bepaal de functie die zowel aan de gegeven differentiaalvergelijking als aan de ge- 
geven beginvoorwaarde voldoet. 
dy x 
à x4 2y =26 mety(1)=0 
TY y) 


2 dz 8 __2 
b (z -1) tist t met z( v2) = > 


5 Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking. 


dy 

a Oy =2 
de y 
dy 3x 

b 42y=e 
Ta y 
dy 

G Om 
En y 


er Bepaal de functie die zowel aan de gegeven differentiaalvergelijking als aan de ge- 
geven beginvoorwaarde voldoet. 


a dy +y = L met beginvoorwaarde y(0) = 0 
dx e 
b SE +3y =6 + 5e **, met beginvoorwaarde y(0) = 1 


C Si + 3y = 6 sin3x +e “*, met beginvoorwaarde y(0) = 2 
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Voorbeeld 22 
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Praktische toepassingen van differentiaalvergelijkingen van de eerste 
orde 


In deze paragraaf gaan we een aantal praktische problemen oplossen. Het gaat 
hierbij om elementaire problemen die zich op allerlei plaatsen in de techniek voor- 
doen. Hierbij is het wiskundig model steeds een eerste orde differentiaalvergelij- 
king. We zullen deze problemen splitsen in een aantal soorten. 


De afkoelingswet van Newton 


De afkoelingswet van Newton is een wet uit de warmteleer. Deze wet zegt dat de 
snelheid waarmee de temperatuur T van een lichaam afkoelt evenredig is met het 
verschil tussen T en de (constante) temperatuur 7, van de omgeving van het li- 
chaam. In formulevorm: 

T 
Z RT Di (7.28) 


waarbij k > 0. 


Wanneer de omgevingstemperatuur 7, lager is dan de temperatuur van het li- 
chaam, dus als T > Tọ, dan vindt afkoeling van het lichaam plaats. Dan geldt dus 
dT < 0. Dit is in overeenstemming met het minteken voor de positieve constante k. 
Formule (7.28) kunnen we ook bij opwarming gebruiken; dT is dan positief en T < 
To, dus T — Tọ < 0. Ook dit is in overeenstemming met de formule. 

Formule (7.28) is een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde. Deze is op 
te lossen met de methode voor het oplossen van een eerste orde differentiaalverge- 
lijking, maar ook met behulp van scheiding van variabelen. 


We bekijken de volgende situatie. Een lichaam met een temperatuur van 100°C wordt op tijd- 
stip t = 0 in een vloeistofstroom met een constante temperatuur van 10°C geplaatst. Na 5 
minuten is het lichaam afgekoeld tot 60°C. 

Bepaal de temperatuur T als functie van de tijd t. 


Oplossing 

Uit formule (7.28) volgt voor dit geval: 

dT 

— = —k(T— 10 129 
dt ( ) (7.29) 
Dit is te herleiden tot: 

= + kT = 10k (7.30) 


Dit is een lineaire eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten. De karak- 
teristieke vergelijking is: A + k = 0, dus A = —k. Er geldt daarom: Ta =e T. 

We zoeken een particuliere oplossing. Het rechterlid van (7.30) is constant. We kiezen voor 
Tart = AÅ en dus Tan — 0. Invullen in de differentiaalvergelijking geeft: 

0 + kA = 10k, dus A = 10 

Voor de algemene oplossing geldt dus: 

T Pa i am Ce + 
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De beginvoorwaarde T(0) = 100 leidt tot: 


100 = 10 + C - e?, waaruit volgt C — 90. 
Dus geldt: 
T(t) =10+90-e "| 


De constante k kan bepaald worden met het gegeven dat T(5) = 60. 
60 =10490-e > 


er oE ko 5) 
90 9 
Hieruit volgt: k ~ 0,1176. 


Voor de temperatuur van het lichaam geldt dus: 


T(t) = (10 +30 e? 


De tijd t geeft het aantal minuten weer, dat verlopen is sinds tijdstip t = 0. 


Opdracht 
Los de bovenstaande differentiaalvergelijking (formule (7.29)) ook op 
met scheiden van variabelen. 


De absorptiewet van Lambert 


De absorptiewet van Lambert zegt iets over de hoeveelheid licht van gelijke golf- 
lengte die door zeer dunne, doorschijnende plaatjes geabsorbeerd wordt. Deze 
hoeveelheid is evenredig met de dikte van het plaatje en de uitgezonden hoeveel- 
heid licht. 

We hebben een plaatje met dikte dx. De hoeveelheid uitgezonden licht is en dI is 


het geabsorbeerde gedeelte hiervan. Dan geldt: dI = —k - I - dx, oftewel i + kl =0. 
Dit is een homogene eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiën- 
ten. De karakteristieke vergelijking luidt à + k = 0, met oplossing à = —k. De oplos- 
sing is dus: I = Ce 

Als we de lichtintensiteit voor x = 0 gelijkstellen aan J), dan volgt: C = I}. Er geldt 
dus: I = Ie **. 


Elektrische RL-netwerken 


We bekijken een elektrisch netwerk dat een serieschakeling is van een spannings- 
bron, een weerstand en een spoel. Het wiskundige model is een lineaire eerste orde 
differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten. 


Een spanningsbron met spanning u(t) (volt) een weerstand R (ohm) en een spoel 
met zelfinductie L (henry) worden in serie geschakeld (zie figuur 7.1). Volgens de 
tweede wet van Kirchhoff geldt voor dit RL-netwerk: 


di 
R-i + L:—= ult 7.31 
a AA CE) 


We veronderstellen dat Ren L constant zijn. Dan is dit een lineaire differentiaalver- 
gelijking van de eerste orde met constante coëfficiënten. 
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Voorbeeld 23 
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Als de spanningsbron een spanning levert, die behandeld is als bij de methode van 
de onbepaalde coëfficiënten, dan kan de differentiaalvergelijking opgelost worden. 
Dit is bijvoorbeeld het geval als de spanningsbron een gelijkspanning of een wissel- 
spanning levert. In andere gevallen zal het lastig zijn om de differentiaalvergelijking 
op te lossen. 


We behandelen enkele RL-netwerken. 


In het RL-netwerk van figuur 7.1 is R = 109, L = 2H en u(t) = U = 24V. We bepalen de 
stroomsterkte i als functie van de tijd. Gegeven is verder dat i(0) = OA. 
De differentiaalvergelijking uit formule (7.31) is na invullen van de gegevens: 

di 


U 
dt 


24, oftewel = + 5i = 12 


Dit is een lineaire eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten. 

De karakteristieke vergelijking is A + 5 = 0, dus à = —5. 

De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is lan zhe 

Het rechterlid van de differentiaalvergelijking is constant. Voor de particuliere oplossing kie- 
zen we dus art = K en dus geldt: £ ian — 0. We vullen dit in de differentiaalvergelijking 


in en vinden: 
TOK -2-0 24 K=24 


De algemene oplossing is dan: 

- . } —5t 

iiu D = bo ann 

We vullen de beginvoorwaarde i(0) — OA in de algemene oplossing in: 


0- C l 24- C- 24 


De gevraagde oplossing is dus: 


i(t) = —2.4e ™" + 24 = 24 (1 — e A 


Opdracht 
Los de differentiaalvergelijking uit voorbeeld 23 ook op met scheiden 
van variabelen. 


Opdracht 
Neem de differentiaalvergelijking uit formule (7.31) en kies voor een ge- 
lijkspanningsbron, dus u(t) = U (constant); zie ook voorbeeld 1. Toon 
aan via de methode van de onbepaalde coëfficiënten dat geldt: 
liet 48 (7.32). 
R 
We zien aan formule (7.32) dat i(t) op den duur (voor grote waarden van t) nadert 
tot — (zie figuur 7.9). De stroomsterkte in een RL-keten waar een gelijkspannings- 
bron op aangesloten is, nadert uiteindelijk dus tot een constante waarde. Kennelijk 
nadert de oplossing tot de particuliere oplossing en verdwijnt de bijdrage van de 
oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking. 
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Figuur 7.9 iit) 





UR eeen 


In het volgende voorbeeld bekijken we een wisselspanningsbron. 


Voorbeeld 24 In het AL-netwerk van figuur 7.1 is R = 40 Q, L = 20H, u(t) = 200 sint V en i(0) = OA. 


We bepalen de stroomsterkte i(t). 
De differentiaalvergelijking uit formule (7.31) is na invullen van de gegevens: 


40i + 20% — 200 sin t, oftewel i" + 2i = 10 sin t 


Dit is een lineaire eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten. De karak- 
teristieke vergelijking is A + 2 = 0, dus à = —2. 

De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is: Ln Lp” 

Het rechterlid is een sinus-functie. Voor de particuliere oplossing kiezen we dus: 

ait = K sin t + Lcos t, en dus lat = Keos t — L sin t. We vullen dit in de differentiaal- 
vergelijking in en herleiden: 

(K cos t — Lsin t) + 2(K sin t + Lcos t) = 10 sin t => 

(2K — L) sin t + (K + 2L) cos t = 10 sin t 


Gelijkstellen van de coëfficiënten in linker- en rechterlid geeft: 
2K— L= 10 > L = —2 
K+2L=0 K=4 

We hebben daarmee o bepaald: art = 4 sin t — 2 cos t. 


De algemene oplossing is dan 
: : 5 EGE ; 
laD -bn hian Ce tAsint 2e0st 


We gebruiken de beginvoorwaarde i(0) — 0 om de constante C te bepalen. 
0 = Ce ZP + 4sin 0 — 2 cos 0, dit geeft: C = 2 


De gevraagde oplossing is dus: 
i(t) = 2e °* + 4sin t — 2 cos t 


Desgewenst is dit met een goniometrische herleidingsformule te herschrijven tot: 
i(t) = 2e *t + 2v5 sin (t — 0,46) 
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Figuur 7.11 


Figuur 7.12 
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Bij toenemende waarde van t gaat de e-macht naar 0. Op den duur blijft er dus een sinus- 
functie als oplossing over. Ook nu dooft de oplossing van de gereduceerde differentiaalverge- 
lijking uit en blijft alleen de gevonden particuliere oplossing over. Zie figuur 7.10 voor een 
schets van de oplossingskromme. 





te functie 


Elektrische RC-netwerken 


We bekijken nu een elektrisch netwerk dat een serieschakeling is van een span- 
ningsbron, een weerstand en een condensator. Het wiskundige model is weer een 
lineaire, eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten. 


In figuur 7.11 zien we een spanningsbron met een gegeven spanning u(t), een 
weerstand R en een condensator met capaciteit C, die in serie zijn geschakeld. Vol- 
gens de tweede wet van Kirchhoff geldt (onder voorwaarde dat de spanning over de 
condensator nul is op tijdstip): 


Ri + fide = u(t) (7.33) 


Door zowel linker- als rechterlid van vergelijking (7.33) naar t te differentiëren krij- 
gen we de lineaire differentiaalvergelijking 


(7.34) 


We veronderstellen dat R en C constant zijn. Dan is dit een lineaire differentiaalver- 
gelijking van de eerste orde met constante coëfficiënten. 

Als de spanningsbron een spanning levert, die behandeld is als bij de methode van 
de onbepaalde coëfficiënten, dan kan de differentiaalvergelijking opgelost worden. 
Dit is bijvoorbeeld als de spanningsbron een gelijkspanning of een wisselspanning 
levert. 


HE 





We bespreken enkele RC-netwerken. 
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Voorbeeld 25 In een RC-netwerk (zie figuur 7.11) is een gelijkspanningsbron u(t) = U opgenomen. De 


weerstandswaarde R en de capaciteit C zijn niet bekend. We bepalen de stroomsterkte i(t) 
als functie van de tijd t. 

We gaan uit van de differentiaalvergelijking gegeven in formule (7.34) en bedenken dat als 
u(t) = U (constant), dan En — 0. De differentiaalvergelijking gaat dan over in: 


do l 
R- ri p 
dt G 
Dit is een homogene, lineaire eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiën- 
l ; 1 
ten. De karakteristieke vergelijking is RA + — 0 en heeft als oplossing A = — RC 


De oplossing van de differentiaalvergelijking is dan 
1 


——t 
i(t) = Ae FE, metAc R 
(Er is voor een constante A gekozen om verwarring met de capaciteit C te voorkomen.) 


In figuur 7.12 is te zien hoe de stroomsterkte na verloop van tijd afneemt en tot nul nadert. 
B 


We laten een voorbeeld zien met een andere dan een gelijkspanningsbron. 

Voorbeeld 26 — 

i In een AC-netwerk (zie figuur 7.11) is een spanningsbron u(t) = 10 - (1 —e n opgeno- 
men. Verder geldt R = 1009 en C = 0,001F. We bepalen de stroomsterkte i(t) als functie 


van de tijd t. 
We nemen de differentiaalvergelijking gegeven in formule (7.34) en bedenken dat als 


u(t) = 10- (1 — B dan ss = 50 - e **. We vullen de gegevens in de differentiaalver- 


gelijking in en krijgen dan: 


100 -i/ toi — 50 - e~", oftewel i + 10i = 0,5- e” 


Dit is een lineaire eerste orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten. De karak- 
teristieke vergelijking is A + 10 = 0 en heeft als oplossing A = —10. 
De oplossing van de gereduceerde differentiaalvergelijking is dus: 


i — C-e metCeR 


hom 
We zoeken nu nog een particuliere oplossing van de gehele differentiaalvergelijking. Gezien 


het rechterlid kiezen we voor Tan SRK- e7, waardoor geldt: an =- 5k e 


We vullen dit in de differentiaalvergelijking in en krijgen: 
Ke” u0 (K e) ne > 
K-e =05-e T= K-01 


De gezochte particuliere oplossing is dus: 


o —5t 
bat 0l e 
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De algemene oplossing is dan: 


—10t —5t 
dt ho a Ee 101! e 
Omdat moet gelden i(0) — 0 kunnen we de constante C bepalen: 


dee + 0,1. el s p=Cr 0l >C- 


De gevraagde oplossing is dan: 


D= 01 e 01- e "=01. (e To) 


We zien ook hier dat de stroomsterkte op den duur naar 0 gaat. 


Vergelijking (7.33) kunnen we ook op een andere manier omschrijven naar een 
eerste orde differentiaalvergelijking. Omdat de stroomsterkte gelijk is aan de veran- 


dering van de lading per tijdseenheid, oftewel i = g, kunnen we (7.33) herschrij- 


ven: 
par 
C 
= + [far uw ss 
E3 >] 
dg = WE) => 
R eT q = u(t) 
Rd +Łq = u(t) (7.35) 


E 
Ook dit is een eerste orde lineaire differentiaalvergelijking met constante coëffi- 
ciënten. Door deze op te lossen vinden we de lading q(t). Door q(t) te differentiëren 
is de stroomsterkte i(t) te bepalen. 


Opgaven bij 7.4 


Een kapitaal wordt met continue rente uitgezet tegen een rente van p% per jaar. 


Toon aan dat het aantal jaren dat nodig is om het kapitaal te laten verdrievoudigen 


gelijk is aan PO ma 


Van radioactief materiaal is bekend dat de snelheid waarmee de massa afneemt, 

evenredig is met de massa zelf. De halveringstijd is de tijd die nodig is om een be- 

paalde hoeveelheid radioactieve stof tot de helft van de oorspronkelijk aanwezige 

hoeveelheid terug te brengen. 

a Na 15 jaar is 35% van de radioactieve stof verdwenen. Bereken de halverings- 
tijd 

b 40% van een radioactieve stof is na vijf jaar verdwenen. Hoe lang duurt het 
voordat 75% ervan verdwenen is? 


Een radioactieve stof splijt op de gebruikelijke wijze (zie opgave 2). Op tijdstip tf, is 
de massa gelijk aan m, en op tijdstip t, is de massa m, . 
Toon aan dat de halveringstijd gelijk is aan me In2 

In(m,)— In(m,) 
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Een natte, poreuze stof verliest vocht door verdamping met een snelheid die even- 
redig is met de op dat moment aanwezige hoeveelheid vocht y in de stof. 

Bepaal y als functie van de tijd t als gegeven is dat op tijdstip t = 0 (uur) geldt: 
y = 10 gram en dat er na 1 uur 6 gram verdampt is. 


De snelheid waarmee een elektrisch geladen bol lading verliest is evenredig met de 
lading van de bol. 

Een bol had oorspronkelijk, op t = 0, een lading van 10 C (coulomb). Na 10 minu- 
ten bleek de lading met 40% afgenomen. Op welk tijdstip is er van de lading nog 
1,0 C over? 


In 10 minuten koelt water af van 80° C tot 50° C in een ruimte waarin een constante 
temperatuur van 20° C heerst. 

a Hoe hoog is de temperatuur van het water na 20 minuten? 

b Op welk tijdstip is de watertemperatuur 40° C? 


Een lichaam heeft een temperatuur van 20°C. Het duurt 5 minuten, voordat het is 
verwarmd tot 30° C in een ruimte met een constante temperatuur van 50°C. 

a Bereken de temperatuur van het lichaam na 15 minuten. 

b Hoelang duurt het voordat de temperatuur 35°C is? 


Een kogel met een massa van 2,0 kg valt vrij door de lucht. Neem aan dat de lucht- 
weerstand W evenredig is met de valsnelheid v, dus W = kv. agamn: is verder dat 
k = 0,1 Ns/m en g = 9,8 m/s“. 

a Bereken de snelheid van de kogel op tijdstip t, als de beginsnelheid 0 m/s is. 

b Teken de grafiek van de snelheidsfunctie als functie van t. 


De kogel uit opgave 8 wordt omhooggeschoten met een beginsnelheid van 30 m/s. 
Beantwoord dezelfde vragen als in opgave 8, voorzover die betrekking hebben op 
het stijgen van de kogel. 


Voor de kogel uit opgave 8 geldt nu dat de luchtweerstand evenredig is met het 
kwadraat van de valsnelheid, dus W = kv’. Gegeven is dat k = 2,0 kg/m. 
Beantwoord de zelfde vragen als in opgave 8. 


Een tank bevat 200 liter zuiver water. Een zoutoplossing met 0,080 kg zout per liter 
stroomt de tank in met een snelheid van 8,0 liter per minuut. Het goed omgeroerde 
mengsel verlaat de tank met dezelfde snelheid. 

Op welk tijdstip is de concentratie zout in de tank 0,050 kg/l? 


Een tank is gevuld met 80 liter pekel, die 5,0 kg opgelost zout bevat. Pekel met een 
oplossing van 0,10 kg zout per liter stroomt de tank in met een snelheid van 8,0 liter 
per minuut. Het goed omgeroerde mengsel verlaat de tank met dezelfde snelheid. 
Wanneer is de concentratie zout in de tank gelijk aan 0,080 kg/l? 
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Op een lichaam met massa m wordt een verticale, omhoog gerichte kracht uitgeoe- 
fend, die evenredig met de tijd t toeneemt, dus F = at, waarbij œ een constante is. 
Neem aan dat de luchtweerstand W evenredig is met de snelheid, dus W = kv. Voor 
de beginsituatie geldt: v(0) = 0. 

Toon aan dat voor de snelheid v op tijdstip t geldt dat 


Voor een RL-netwerk zijn de bronspanning u(t), de weerstand R, de zelfinductie L 
van de spoel en de stroomsterkte i(0) op tijdstip t = 0 gegeven. 

Bepaal de stroomsterkte i(t) als functie van t voor de volgende gevallen. 

a R=1000,L=20H, wH = 100V en 40) = 0A 

b R=2,09, L= 0,5H, u(t) = 4,0 V en i(0) = 0,5A. 

c R=800, L= 20H, ult) = 100 sin(2f) V en K0) =O A, 

d R= 1009, L= 40H, tf) = 200 cos £V ën 0) = 05A. 


Voor een RC-netwerk zijn de bronspanning u(t), de weerstand R , de capaciteit C 
van de condensator en de stroomsterkte i(0) op tijdstip t = 0 gegeven. 

Bepaal de stroomsterkte i(t) als functie van t voor de volgende gevallen. 

a R= 1009, C = 0,010F, u(t) = 200V en i(0) = 2,0 A. 

b R=109, C = 0,10F, u(t) = 100 sin tV en i(0) = OA. 

ë R= 1006, C= 0010F, u(t) = 200 cos(7t) V en i0) = 2,0A. 


Differentiaalvergelijkingen van de tweede orde 
Inleiding 


We kijken in deze paragraaf naar tweede orde differentiaalvergelijkingen. Vooral dit 
type differentiaalvergelijkingen komen we in de praktijk tegen. 

In paragraaf 7.1 werd aangegeven dat de algemene oplossing van een n-de orde dif- 
ferentiaalvergelijking n willekeurige, onafhankelijk van elkaar te kiezen constanten 
bevat. De algemene oplossing van een differentiaalvergelijking van de tweede orde 
bevat dus twee constanten. Om deze constanten te kunnen vastleggen zijn twee 
aanvullende voorwaarden nodig. Deze voorwaarden substitueren we in de algeme- 
ne oplossing. Dan ontstaat een stelsel van twee vergelijkingen met twee onbeken- 
den. Hieruit zijn beide constanten meestal eenvoudig op te lossen. 


Het oplossen van een differentiaalvergelijking van de tweede orde is in het alge- 
meen moeilijker dan het oplossen van een eerste orde differentiaalvergelijking. 
Toch zijn er enkele soorten die zich wel eenvoudig laten oplossen. 


In voorbeeld 27 zien we een differentiaalvergelijking van de tweede orde, waarin al- 
leen de tweede afgeleide van een functie voorkomt. 

















Voorbeeld 27 





Voorbeeld 28 
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We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 


en COS | —X 
dx 2 
en ook de particuliere oplossing met de beginvoorwaarden y(0) = 0 en y (0) = 0. 


2 
Omdat = expliciet is uitgedrukt in x kunnen we A direct bepalen door integratie: 
X X 


dy 1 dy 1 
Y- f cos (Go) = sin (3% +C 


, o oo 
Reken dit zelf na en voer zonodig de substitutie t = —x uit. 
We integreren het resultaat nogmaals. Daarmee krijgen we de algemene oplossing van de ge- 
geven differentiaalvergelijking (ook nu kan de substitutie t = — x uitkomst bieden): 


2 
y = | (2sin (3x) +C J> y = —4 cos (3x) + GX + G, 


Voor het bepalen van de gevraagde particuliere oplossing gebruiken we de beginvoorwaar- 
den. 

De voorwaarde y(0) = 0 geeft —4 cos (0) + C} - 0 + C, = 0, waaruit volgt: C, = 4. 

De voorwaarde y (0) = 1 geeft 2 sin (0) + C, = 1, waaruit volgt: C} = 1. 

De gevraagde particuliere oplossing is dus: 


v= —4cos (2x) +x4+4 


In voorbeeld 28 zien we een differentiaalvergelijking van de tweede orde, waarin al- 
leen de eerste en de tweede afgeleide van een functie voorkomt en niet de onbe- 
kende functie zelf. Dan heeft een substitutie meestal succes. 


We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 


2 
"Y lA max) 
dx x dx 
In deze vergelijking ontbreekt de onbekende functie y zelf. 
2 

We stellen z = y dit heeft tot gevolg dat a — t 

dx dx dx 
We substitueren dit in de differentiaalvergelijking en krijgen 
d l o, (7.36) 
dx x 


Dit is een inhomogene, lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde. Met de methode 
van variatie van constante lossen we deze vergelijking op. Reduceren leidt tot de homogene 
differentiaalvergelijking: 


We lossen deze via scheiding van variabele op: 
Zol e 
OX X Z X 
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Integratie van linker- en rechterlid geeft: 


1 
[ze = [Eo z> 
Z X 


Injz| = Injxl + C, => 


Inix|+C 
e AT =z y 


a 
Samen met de oplossing z = 0 vinden we z = C - x, met C € R 
We variëren de constante en stellen z = u(x) - x 

waaruit volgt: z = u(x) - x + u(x) - 1 = u(x) -x + u(x) 


Invullen in de inhomogene differentiaalvergelijking z — L = x geeft: 
X X 
WO9 xr (0) — Lu) x) = x= 
X 
u (x) -x + u(x) — u(x) = x => 


u(x) x=x>u(x)=]l => u(x) =x + C 


Dus: 
z = u(x) -x = (x+ C) -x =x + Cx 


Omdat z = ny kunnen we nu y bepalen: 


oy 


X 
2 13 2 
aoe e +x) y= +x +C, 
X 


3 


In bovenstaande voorbeelden zagen we methoden om bepaalde typen differenti- 
aalvergelijkingen van de tweede orde op te lossen. Voor allerlei andere typen diffe- 
rentiaalvergelijkingen van de tweede orde bestaan weer andere methoden om ze te 
herleiden zijn tot een eenvoudiger vorm. 

In dit boek zullen we ons beperken tot de meest voorkomende differentiaalvergelij- 
kingen van de tweede orde. Deze zijn lineair en eenvoudig van vorm. In de volgende 
paragrafen zullen we laten zien welke methoden tot een oplossing kunnen leiden. 


Homogeen-lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde 


In paragraaf 7.3 hebben we lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
bekeken. In deze paragraaf zullen we de lineaire differentiaalvergelijkingen van de 
tweede orde bespreken. 


De standaardvorm van een lineaire differentiaalvergelijking van de tweede orde is: 


q? d 
Tr + p) E + q(x) -y = rea) (7.37) 


Kenmerkend voor deze differentiaalvergelijking is dat deze lineair is in y en de afge- 
leiden van y, terwijl p, q en r continue functies van x (of constanten) zijn. De func- 
ties p en q noemen we de coëfficiënten van de differentiaalvergelijking. 
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Voorbeelden van lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde zijn: 

d'y dy i dy 2 dy 

tn = x sinx en —5 + (x +1] —+xy=0 

T a gs t e at 

Lineaire differentiaalvergelijkingen, vooral die waarbij de functies p en q constan- 
ten zijn, spelen een belangrijke rol bij veel technische en natuurkundige problemen 


(zie hiervoor paragraaf 7.8). 


Als r(x) = 0, dan gaat differentiaalvergelijking (7.37) over in: 


Z+ pa) Z +qa)y=0 (7.38 


Deze vergelijking is homogeen. Wanneer het rechterlid van differentiaalvergelijking 
(7.37) niet nul is (r(x) # 0), dan is differentiaalvergelijking (7.37) inhomogeen. 


Om een lineaire differentiaalvergelijking van de tweede orde te kunnen oplossen 
introduceren we eerst de begrippen lineair afhankelijke en lineair onafhankelijke 
functies. 


We zeggen dat twee functies y} (x) en y, (x) lineair afhankelijk zijn, als y} (x) voor elke 
mogelijke waarde van x een ‘veelvoud!’ is van y, (x) of andersom. Hiermee bedoelen 
we dat: 


yı (x) =A- y(x) of y, (x) = B: y, (x) (7.39) 


voor elke mogelijke waarde van x, waarbij A en B reële getallen zijn. Als aan (7.39) 
niet is voldaan, dan zijn y, (x) en y, (x) lineair onafhankelijk. 


Als we willen weten of twee functies lineair (on-)afhankelijk zijn dan kunnen we kij- 


WL) on y2) 

y(x) y(x) 
Als zo’n quotiënt een constante is, dan zijn de functies y; (x) en y, (x) lineair afhan- 
kelijk. 
Als het quotiënt een niet-constante functie van x is, dan zijn de functies y} (x) en 
yə (x) lineair onafhankelijk. 





ken naar een van de quotiënten 


Voorbeeld 29 We onderzoeken de functies y} (x) = 4x en y, (x) = 2x op afhankelijkheid. Dat doen we 


ook met de functies y, = 4 + x en y4, = 2x. De functies y} (x) = 4x en y, (x) = 2x zijn li- 
neair afhankelijk, want: 


na a 


y2(x) 2x w 
en dat is constant. 
De functies y, = 4 + x en y4 = 2x zijn lineair onafhankelijk, want: 


Y F d 2 |] 


— gend 


y4 Do Xxx? 


Dit is een niet-constante functie van x. 
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Als de oplossingen y, en y, van de differentiaalvergelijking (7.38) lineair afhankelijk 
zijn, bijvoorbeeld met y} = Ay,, dan geldt voor de som y = Cy; + Co yo: 
y= +G = Ci AVa +6 = (GA + 6) (7.40) 


Dit betekent dat y teruggebracht is tot één term met één constante. De uitdrukking 
in (7.40) kan dan niet de algemene oplossing van differentiaalvergelijking (7.38) 
zijn. In die algemene oplossing moeten namelijk twee willekeurige, onafhankelijk 
van elkaar te kiezen constanten voorkomen. 

Als y; (x) en y, (x) lineair onafhankelijk zijn kan y = Ci yı + Czy, niet worden terug- 
gebracht tot één term met één constante en zijn de twee constanten willekeurig en 
onafhankelijk van elkaar te kiezen. Wanneer y} en y, oplossingen zijn van vergelij- 
king (7.38), dan voldoet ook y = Cy, + Czy, aan (7.38) (waarom is dat zo?). 


Conclusie 
Als we twee lineair onafhankelijke functies y(x) en y, (x) gevonden hebben, die 
beide voldoen aan de homogene, lineaire differentiaalvergelijking 
2 
i + p(x); k + q(x) -y = 0, dan is algemene oplossing daarvan gelijk aan: 
y = Ciy (x) + Cya (x). (7.41) 


Hierin zijn C} en G, willekeurige, onafhankelijk van elkaar te kiezen constanten. 


In de volgende paragrafen bekijken we alleen de gevallen waarin de coëfficiënten p 
en g in (7.37) en (7.38) constanten zijn. 


Opgaven bij 7.5 


Onderzoek de volgende functieparen op lineaire onafhankelijkheid. 
a f(x) =e” en g(x) =e” 
b f(x) =2e%™ en g(x) = xe” 
ce f(xj=xengix) =x" 
d f(x)= sinxeng(x)= COs 
e f(x)=x—leng(x)=1-x 
£ F= Wi (x*) en g(x) = In (x°), met x #0 
fx) =xtleng(xt) =3 3x 
b flx)= sin{2x)en g(x) = sin#cosx 


i f(x) = x” en g(x) = x" |x|, met x <0 
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Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde met constante 
coëfficiënten 


In deze paragraaf bekijken we een in de praktijk veel voorkomend type tweede orde 
differentiaalvergelijkingen, namelijk die met constante coëfficiënten. Eerst de ho- 
mogene, daarna de inhomogene. 


Homogene, lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde 
met constante coëfficiënten 


Als we in homogene, lineaire differentiaalvergelijking (7.38) p(x) vervangen door p 
en q(x) door A waarbij a, b en c reële constanten zijn en bovendien geldt dát 
a #0, dan gaaf deze differentiaalvergelijking over in: 


aap OAT, (7.42) 


Als we deze differentiaalvergelijking willen oplossen dan moet kennelijk een com- 
binatie van de functie y en zijn eerste en tweede afgeleide gelijk aan 0 zijn. Net als 
bij een eerste orde lineaire differentiaalvergelijking met constante coëfficiënten ligt 
het voor de hand om een e-macht als oplossing te proberen. 

We kiezen daarom voor het proberen van: 

ye (7.43) 
in (7.42), waarbij à nog onbekend is. Uit (7.43) volgt: 


2 
dy _ Ae“ en aF = Ae” (7.44) 
dx dx 


Substitutie van (7.43) en (7.44) in differentiaalvergelijking (7.42) leidt tot: 
aX e™ + be” + ce” =0 > (ax? + bA + c) e™ =0 


Omdat e** # 0 geldt: 
aX + bA+c=0 (7.45) 


Deze vergelijking noemen we de karakteristieke vergelijking van differentiaalvergelij- 
king (7.42). Vergelijking (7.45) is een gewone tweedegraadsvergelijking in å met op- 
lossingen à = A, en à = A». 


Uit (7.43) volgt dat de functies: 
Àx À> X 
Ye” ERN =F 
oplossingen zijn van differentiaalvergelijking (7.42). 


(7.46) 


Voor de oplossingen van vergelijking (7.45) bestaan, afhankelijk van de discrimi- 

nant D = b° — 4ac drie mogelijkheden: 

1 Als D > 0, dan zijn A, en A, reële en verschillende oplossingen. 

2 Als D = 0, dan zijn A, en à, reële, maar gelijke oplossingen. In feite is er slechts 
één oplossing. 

3 Als D< 0, dan zijn A, en à, twee verschillende complexe oplossingen, die el- 
kaars elkaars toegevoegd complexen zijn (zie hoofdstuk 3). 


We bekijken de drie gevallen apart en gaan na wat dit betekent voor de algemene 
oplossing van differentiaalvergelijking (7.42). 
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Geval 1: De oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn reeel en verschillend 


2 


We onderzoeken of de de oplossingen y; = e* en Ya = e™* uit (7.46) lineaire af- 
hankelijkheid zijn. n 
X 


y ç e L- (à —A,)x 


Omdat A, # à, is het quotiënt — = 5 = € geen constante. Dat bete- 
Y2 Ee” 
kent dat y} en y, lineair onafhankelijk zijn. 


Conclusie (7.41) aan het eind van de vorige paragraaf en de formules in (7.46) geven 
nu de algemene oplossing van differentiaalvergelijking (7.42): 


À Adf 
y=Gje die 2% 


We passen dit toe in de volgende voorbeelden. 





Voorbeeld IRANA We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 
dy pdy 
Y e, ay=l 
dx? dx ' 


De karakteristieke vergelijking van de gegeven differentiaalvergelijking is: 
X +6A+5=0 


Hiervan zijn de oplossingen A, = —1 en à, = —5. 
De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dus: 


y= 0e + CeT 





Voorbeeld 31 Wie, A We bepalen de particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking: 
du du 
gl 
dt dt 


met beginvoorwaarden u(0) = 2enu (0) = 8. 

De karakteristieke vergelijking is A? + 4A = 0. Hieruit volgt A(A +4) = 0. 

De oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn dus A, = 0 en à, = —4. 
De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dan: 


t 


u = C pT -H Ce =C + Ce 


Om de beginvoorwaarde te kunnen verwerken hebben we ook de afgeleide van u nodig: 
u 0 46e |= -Aea 

We substitueren de beginvoorwaarden: 

u(0) = 2 geeft 2 = C) + Be dus C} + C, = 2 

u’ (0) = 8 geeft 8 = —4C,e°, dus C, = —2. 


Invullen van C, = —2 in de vergelijking C} + C, = 2 levert de waarde van C} : C} = 4. 
De gevraagde particuliere oplossing is dus: 


u 4 ww 
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Geval 2: De oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn reel en gelijk 
Omdat in dit geval geldt D = 0, volgt dat: 
b — 
à = à = —— (7.47 
l 2 7 


Hierdoor zijn y} = e™” en Yy = ele” gelijk zijn aan elkaar. Daarom is het quotiënt 
van y, en y, gelijk aan 1. De oplossingen y; en y, zijn dus lineair afhankelijk. Voor 
de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking hebben we twee onafhanke- 
lijke oplossingen nodig. We kennen echter slechts één onafhankelijke term, name- 
lijk: 

Cy, (x) = Ce™, met A= A, = Ay = — 2 (7.48) 
Een tweede onafhankelijke term krijgen we door y, te vermenigvuldigen met de va- 
riabele x. 

ya (x) = x- ya (xX) = xe” (7.49) 


We tonen aan dat deze y, een oplossing van differentiaalvergelijking (7.42) is. 

Uit y, = xe™ volgen: 

e y, =e + Axe” (7.50) 
e y= he he he” == 2Âe i ae (7.51) 
We vullen (7.49), (7.50) en (7.51) in differentiaalvergelijking (7.42) in en ordenen de 


termen. 
ay +by +cy=0= 


a(2)e™ + Ne) + b(e™ + Aer) + exe“ =0 > 
(ax + BA + c) xe™ + (2aA + bje =0 (7.52) 
Er geldt dat à een oplossing is van de karakteristieke vergelijking ad“ + bA\4ce=0. 


Bovendien geldt in dit geval A = — 2. Daaarom zijn beide factoren tussen haakjes 
a 


in formule (7.52) gelijk zijn aan 0. Invullen in (7.52) geeft 0xe™ +0e^™ = 0, waaruit 
volgt: 0 = 0. 


Dat betekent dat y, = xe^™™ ook een oplossing van differentiaalvergelijking (7.42) is. 





AX 
De twee gevonden oplossingen zijn lineair onafhankelijk, want Bl IE = = is 
WL Ze x 
een niet-constante functie van x. 7 
De algemene oplossing van differentiaalvergelijking (7.42) is dus: 
y=0m + Opa = Ge" + Ge" = (C, +0" (7.53) 


waarbij À = — 2 
2a 
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We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 


dy ady 
EL e2 ydy l 
dx? dx 


De karakteristieke vergelijking van deze differentiaalvergelijking is 


A 8AL9 -0 


Deze heeft slechts één oplossing, namelijk A} = —3. 
De twee onafhankelijke oplossingen zijn y} = e en Y, = xe 
De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dus: 


X 


y = £y (xX) + & y, (x) = (C, -4 C,x)e * 


Geval 3 De oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn elkaars toegevoegd complexen 
Als de discriminant D = b° — 4ac in vergelijking (7.45) negatief is, zijn A, en à, twee 
verschillende complexe oplossingen, die elkaars toegevoegd complexen zijn. 


Zoals in hoofdstuk 3 is uiteengezet, kunnen we in dat geval voor de oplossingen van 
de karakteristieke vergelijking ad +bA+c=0 schrijven: 


A= PH- ad i8 (7.54) 
ai 2a 
A = DD oera i3 (7.55) 
2a 
waarbij 
g = zb en 8 = v~ 
2a 2a 


De oplossingen A, en A, zijn elkaars toegevoegd complexen: A, = À}. 


Combineren van de formules (7.41) en (7.46) geeft de algemene oplossing van diffe- 
rentiaalvergelijking (7.42): " n 
y£ E 


(a+iß)x (œa—iß)x 


+o (7.56) 


De vorm waarin deze oplossing geschreven is onhandig, omdat er complexe func- 
ties in voorkomen. We gaan daarom op zoek naar een schrijfwijze van de algemene 
oplossing met reële functies. Dit doen we met behulp de formule van Euler uit 
hoofdstuk 3. 


m 7 (x) E p RIRE _ e9% tipx — p l elf: En e°™( cos (Bx) i isin (8x)) 
ö Yo (x) ae gei) = e°% -ipx pen eg” ete mu; e™( COS (Bx) pn isin (8x)) 


We kiezen twee verschillende combinaties van deze oplossingen. 
Eerst tellen we y} en y, op waardoor de termen met de sinus tegen elkaar wegval- 
len. De uitkomst delen we door twee. De zo ontstane functie noemen we y3. 


1 Q 3 
H= (yı +y2)= e™ cos (Bx) 
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De tweede combinatie ontstaat door de oplossingen van elkaar af te trekken. Hier- 
door vallen de termen met de cosinus weg. De uitkomst delen we door 2i. De func- 
tie die zo ontstaat noemen we y4. 


Ke = a (Yı — y2 )= e™ sin (8x) 


De functies y, en y, zijn beide lineaire combinaties van y, en y,. Dat betekent dat 
ze ook beide oplossingen zijn van differentiaalvergelijking (7.42). We hebben twee 


oplossingen gevonden die bovendien lineair onafhankelijk zijn, want 


li = mos y en dat is een niet-constante functie van x. 
Y4 sin(x) 
De algemene oplossing van differentiaalvergelijking (7.42) is dus te schrijven als: 


y = Ciya (x) + Caya (x) = C1e™ cos (Bx) + Cze™ sin (Bx) 


oftewel: 
y = e™ (C, cos (8x) + C, sin (8x)) (7.57 


We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 
dy F o% + 13y = 0 
dx dx 


De karakteristieke vergelijking van de gegeven differentiaalvergelijking is 


A + 6A +13 = 0, met discriminant D — b° — 4ac = 6° — 4-1-13 = —16. 
Deze vergelijking heeft twee complexe oplossingen: 
—b+iv —D —6+iv16 —6+4i 


2a 2 2 
a 
en 


2a 2 2 
Dus œ = —3 en 8 = 2. 


De gevraagde algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dus: 


y = Ce ”cos(2x) + 0e sin(2x) -e 7 (C} cos (2x) + C, sin (2x)) 


We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 
2 
Hy +4y=0 
dx 
De karakteristieke vergelijking is ASA =d met oplossingen A, = 2i = 0 + 2i en 
À, = -2i = 0 — 2i. Dus œ = Den 3 = 2. 
De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking wordt (formule (7.57)): 


y = e™ (C, cos (2x) + C, sin (2x)) = C} cos (2x) + C, sin (2x) 
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We bepalen de particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking: 


du du 
+4— +13u=0 
C k 


met beginvoorwaarden u(0) = 2 en u’ (0) = 5. 
De karakteristieke vergelijking is A? + 4A + 13 = 0. De discriminant hiervan is gelijk aan 


—36. 
De oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn: 


vS AO 


A, = 
: 2 


2 ERA 2 A 


Er geldt dus: œ = —2 en Ø — 3. De algemene oplossing is dan volgens formule (7.57): 


u =e “(C cos (3t) + C, sin(3t)) 


Om de beginvoorwaarde te kunnen verwerken hebben we ook de afgeleide van u nodig: 
de (C‚ cos(3t) + C, sin(3t)) + B sin (3t) + 3C, cos (3t) ) 
$ (2 e (20 ana) 


We substitueren de beginvoorwaarden: 
u(0) = 2 = 2 = e" (C, cos (0) + C, sin (0)) = C; = 2 


u (0) =5=>5= e ((—2C; + 3C, ) cos (0) + (—2C, — 3C, ) sin (0)) — 5 = —2C, + 3C, 
Samen met C, = 2 geeft dit C, = 3. 


De gevraagde particuliere oplossing is dus u — e Q cos (3t) + 3 sin (3t) ). 


We besluiten deze belangrijke paragraaf met een samenvatting. In tabel 7.1 hebben 
we de algemene oplossingen die bij de drie geanalyseerde mogelijkheden behoren 
bijeengebracht. 


Tabel 7.1 




















Geval | Voor de oplossingen à; en à, van De = a van de 
| _ de karakteristieke vergeling 


A? + DA + c = 0 geldt: 


























l à; en à, zijn reëel en À, 3 À» y= Ce Ed Eger | 
2 À; en à, zijn reëel en gelijk: P = (Er + C‚x) ge 
A= A EA 
1 2 m 
3 A, en à, zijn complex en y = e™ (C) cos (8x) + C, sin (3x)) 
à1,2 = Q tig (toegevoegd 
complexen 
| paan | 
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inhomogene, lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede 
orde met constante coëfficiënten 


In de vorige paragraaf hebben we homogeen-lineaire differentiaalvergelijkingen 
van de tweede orde bestudeerd. Het rechterlid in de standaardvorm was daarbij 
steeds gelijk aan 0. 
Bij een inhomogene, lineaire differentiaalvergelijking van de tweede orde is het 
rechterlid niet gelijk aan 0. De standaardvorm is: 

2 
re + p(x) g +q(x)-y=r(x) (7.58) 
Het oplossen van een inhomogene differentiaalvergelijking van de tweede orde 
gaat op dezelfde manier als het oplossen van lineaire differentiaalvergelijkingen 
van de eerste orde (zie paragraaf 7.3.3). We maken de differentiaalvergelijking ho- 
mogeen door het rechterlid gelijk aan 0 te stellen. De homogene, lineaire differenti- 
aalvergelijking die op deze manier uit (7.58) ontstaat is: 

2 
oe + p(x) : K +q(x)-y=0 (7.59) 
Stel dat y, pn (x) de algemene oplossing van de homogene differentiaalvergelijking 
(7.59) is en Ypart(¥) is een particuliere oplossing is van differentiaalvergelijking 
(7.58). Dan kunnen we voor de algemene oplossing y(x) van de inhomogene, li- 
neaire differentiaalvergelijking (7.59) schrijven: 


Y(X) = Yom ¥) + Ypart (X) 


Dat deze oplossing inderdaad voldoet aan differentiaalvergelijking (7.58) is als volgt 
te zien. We vullen y=, t Ypart in het linkerlid van differentiaalvergelijking 
(7.58) in. We kiezen voor een wat eenvoudiger schrijfwijze en krijgen: 


(Vrom + Ypart ) +p(x) (Pin + Yparı ) +40) . (Vrom + Ypart ) — 


Wm Yari +PC) (Yom pare) +40- (Vrom +Ypart) 


hom hom 


We herleiden deze vorm door haakjes te verdrijven en herschikken de termen. 


U ! 


Vrom TPC) Ion FA) Fom + Yare + PE) oari t A) Vpart 


hom hom 


Het onderstreepte deel is gelijk aan 0 omdat y, oplossing is van de homogene dif- 
ferentiaalvergelijking. De vorm is dus gelijk aan: 


Pari 5 p(x) ` Far aja q(x) ` Ypart 

Omdat Yarı oplossing is van de inhomogene differentiaalvergelijking, is deze vorm 
gelijk aan r(x). Daarmee hebben we aangetoond dat y = Y, om + Ypart oplossing is 
van differentiaalvergelijking (7.58). 

Omdat y, „„ twee constanten bevat, bevat ook y = Yom + Ypart twee constanten. 
Dat betekent dat y = Y, pm + Ypar: de algemene oplossing van ditferentiaalvergelij- 
king (7.58) is. 


We zullen ook bij de bestudering van de inhomogene, lineaire differentiaalvergelij- 
king van de tweede orde alleen de gevallen met constante coëfficiënten bekijken. 
Voor deze gevallen is het eenvoudig om y(x) te vinden (zie daarvoor de vorige 
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paragraaf). Het enige probleem is dus nog het vinden van een geschikte particuliere 
oplossing Yar (X) van differentiaalvergelijking: 

2 
airb. Ure yer) (7.60) 
Voor de gevallen die zich in de praktijk voordoen, kunnen we voor het vinden van 
Ypart (x) gebruik maken van de methode van de onbepaalde coèfficiënten. Deze me- 
thode is behandeld bij de inhomogene lineaire differentiaalvergelijkingen van de 
eerste orde met constante coëfficiënten in paragraaf 7.3.3. 
De functie r(x) is in de praktijk vaak een veelterm of een exponentiële functie, een 
sinusfunctie, een cosinusfunctie of een combinatie er van. De vorm van r(x) is be- 
palend voor de keuze van de vorm van de particuliere oplossing y(x). Deze keu- 
ze bevat een aantal nader te bepalen coëfficiënten. De waarde ervan volgt uit de 
vergelijkingen die ontstaan door onze keuze in te vullen in differentiaalvergelijking 
(7.60). 


We bekijken een aantal mogelijkheden voor r(x), het rechterlid van de differentiaal- 
vergelijking. 


Mogelijkheid 1 

Het rechterlid r(x) is een veelterm van de graad n. We kiezen voor Ypart (Xx) een alge- 
mene veelterm van graad n. Dus als: 
kt thus Shek dens itt ih 
kies dan 


n—l1 „n—2 
Ypart (x) = Kr + KX iå Kear 


Fras tAE + Ky 


Het kan voorkomen dat we op deze manier geen particuliere oplossing vinden. Dat 
is zo als y, „ een veelterm van graad 1 of 2 is. In dat geval kiezen ervoor om de eer- 
der gekozen y(x) te vermenigvuldigen met respectievelijk x of x. 


We bepalen de algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking: 
2 
I 2 y- (7.61) 
X 


De karakteristieke vergelijking de bijbehorende homogene vergelijking is: 
ASIN De oplossingen daarvan zijn: A} = 3 en À, = —1. (Ga dit na!) De alge- 
mene oplossing van de bijbehorende homogene differentiaalvergelijking is dus: 


y G B j Ce ” 


hom 
Omdat r(x) = 6 kiezen we voor Yaa K. Er geldt dan A — 0 en Yoan — 0. Invullen in 
(7.61) geeft: 0 — 0 — 3K = 6, waaruit volgt K = —2. De algemene oplossing van (7.61) is 
dus: 


a a 2 


hom 
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We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 
2 

= — dy = 8x? EA (7.62) 
X 


De karakteristieke vergelijking van de bijbehorende homogene vergelijking is Aà i- 
met oplossingen: À} = 2 en à, = —2. Dus: 


ike 2x ZK 
dn Ge | Dje 


Er geldt: r(x) = 8x” + 4. Dit is een tweedegraads veelterm. We kiezen dus als particuliere 
oplossing een algemene tweedegraads veelterm: y., = Kx? + Lx + M. Er geldt dan 
/ AA 

Ya 2Kx + Len Ya 2K. 


part 


Invullen in (7.62) geeft: 
K 4 (Kx? + Lx +M) = 8 +4 > 
—4Kx? — 4lx + (2K — AM) = 8x +4 


Gelijkstellen van de coëfficiënten van de machten van x in linker- en rechterlid geeft: 


AK =8 Ke 2 
A 0 te 
2K- AM =4 M= 2 


De algemene oplossing van (7.62) is dus: 


YY + Vpan = Ce HGe “2 
E 
We bepalen de oplossing van de differentiaalvergelijking: 
2 
Ton (7.63) 
dx dx 


die voldoet aan de beginvoorwaarden y(0) = 1 eny (0) = 0. 

We bepalen eerst de algemene oplossing van (7.63), pas daarna vullen we de beginvoorwaar- 
den in. 

De karakteristieke vergelijking is MBA B met oplossingen: A, = 0 en A, = —3. 
Dus: 

De e” j Ce ~” = C, + ba 


Er geldt: r(x) = 12x. Dit is een eerstegraads veelterm. We zouden dus als particuliere oplos- 
sing willen kiezen: Ya Kx + L. Maar Yon bevat een constante term. Daarom moeten we 
kiezen voor Yan x(Kx + L) = Kx? + Lx. Er geldt dan Van — 2Kx + L en Yan = 2K. in- 
vullen in (7.62) geeft: 

2K + 3 - (2Kx + L) = 12x — 6Kx + (2K + 3L) = 12x 


Gelijkstellen van de coëfficiënten van de machten van x in linker- en rechterlid geeft: 
KL o T 
2K + 3L = 0 e 3; 


De algemene oplossing van (7.63) is dus: 
Y =Y t Ypan = C HGe + 2i — 5 


-Oi 
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We verwerken de gegeven beginvoorwaarden. Eerst bepalen we de afgeleide van y: 


y = Ce +4x— > 


Beginvoorwaarde y(0) = 1 geeft: C, + Ce + 0 — 0 = 1, waaruit volgt: C} + C, = 1. 
Beginvoorwaarde y (0) — 0 geeft: -3G e l = 0, waaruit volgt: —3C, = se 

13 3 3 
Dit geeft: C, = oe en C = a 


De gevraagde oplossing is dus: 


-n s ta o, 
9 3 n 
Mogelijkheid 2 


Het rechterlid r(x) is een exponentiële functie. We kiezen voor Y„art (X) een expo- 

nentiële functie met dezelfde exponent. Dus als r(x)= ke®™, kies dan 
ax 

Yar (£) = Ke~. 

We vinden op deze manier geen particuliere oplossing als y, „„ een term bevat met 

dezelfde exponentiële functie. In dat geval vermenigvuldigen we de eerder gekozen 

ax . e 
Ypart (X) Met x, dus Ypart (x) = Kxe . Als dit ook al een term van y,,„m iS dan verme- 


nigvuldigen we de gekozen y(x) met x”. Dan kiezen we dus: Ypart (%) = Ke”. 





Voorbeeld 39 A We bepalen oplossing van de differentiaalvergelijking: 
2 
yY Y ek (7.64) 
dx dx 


De karakteristieke vergelijking is NL 2A4 I = 0. Deze heeft een tweevoudige oplossing 
A = 1. Hieruit volgt: 
AN Sn (C; t C,x)e” 


Omdat r(x) = 3e°*, kiezen we als particuliere oplossing Yan Ke”. 
En 2x a 2x 

Er geldt dan Yn 2Ke” en Yn 4Ke“ 

Invullen in (7.64) geeft: 

AKe™ — 2. 2Ke” + Ke™ — Ze 


Herleiden geeft: 
Ke’ = 3e” > K= 3 


De algemene oplossing van (7.64) is dus: 
Y o a =S (Gi + C,x)e” + Ze” 


hom 
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We bepalen de oplossing van de differentiaalvergelijking: 
dy dy xX 
-l 2r y Ae (7.65) 
dx? dx É 
De bijbehorende homogene vergelijking is gelijk is aan die in voorbeeld 39. Dus: 
X ; 
a (C, + C,x)e 
Omdat r(x) = 4e*, zouden we kiezen voor Y an = Ke”. Dit kan niet omdat e” als term in 
Y voorkomt. We zouden dan voor Van Kxe* kiezen, maar ook xe* komt in Vin Voor. 


: 2 X 
We moeten dus kiezen voor Ya Kx e. 


De eerste en tweede afgeleide zijn 


Van = We Ke = Kk 2x + xè Je" 


vin = K(2 + 2x)e” + K(2x + x? je = K(2 + 4x +x? ) e. 


Invullen in (7.65): 

k(2 iA je 2. K (2x + ke wke =de 
Herleiden geeft: 

k(2 tik Ax + )e = 4e* => 


2Ke* — 4e” > K=2 
De algemene oplossing van (7.65) is dus: 


y= (G, + Ce + We! — (c, + Cx + 2 Je” 


Mogelijkheid 3 

Het rechterlid r(x) is een een lineaire combinatie van een cosinus- en een sinus- 
functie met dezelfde hoekfrequentie. We kiezen voor Yparı (X) een algemene lineaire 
combinatie van een cosinus- en een sinusfunctie met deze zelfde hoekfrequentie. 
Dus als r(x) = k, cos (ax) + k, sin (ax), kies dan Ypart(¥) = K, cos (ax) + K, sin (ax 


We vinden op deze manier geen particuliere oplossing als y,„„ een term bevat met 
een sinus- of cosinusfunctie met hetzelfde argument. In dat geval vermenigvuldi- 
gen we yr (X) met x, dus Ypart (X) = x(Kj cos (ax) + K, sin (ax)). 


We bepalen de oplossing van de differentiaalvergelijking: 

d°y dy 

—; + 4— + 4y = 16 sin (2x) (7.66) 
dx dx 

De karakteristieke vergelijking is A + 4A +4 = 0. Deze vergelijking heeft een tweevoudi- 
ge oplossing A = —2. Hieruit volgt: 


o o a (C, + Coe 


Omdat r(x) = 16 sin (2x) kiezen we voor Y an = K cos (2x) + L sin (2x). Er geldt dan: 


/ 


Y_ = —2K sin (2x) + 2L cos (2x) en 
y” = —4K cos (2x) — 4L sin(2x) 
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Invullen in (7.66) geeft (we korten cos (2x) in tot c en sin (2x) tot s): 
—4Ke — 4Ls + 4 - (—2Ks + 2Le) +4: (Ke + Ls) = 16s 
Herleiden: 

(—4K + 8L + 4K)c + (—4L — BK + 4L) = 16s => 

8L cos (2x) — 8K sin (2x) = 16 sin (2x) 

Hieruit volgt: 


Sl 0 he I 0 
—8K = 16 K=- 2 


De algemene oplossing van (7.66) is daarmee: 


y= (C + C xje * — 2 eos (2x) 


Combinatiemogelijkheden 

Het rechterlid r(x) is een lineaire combinatie van de rechterleden genoemd in de 
mogelijkheden 1, 2 en/of 3. We kiezen voor y(x) een overeenkomstige combina- 
tie van de genoemde keuzen bij de verschillende mogelijkheden. In feite passen we 
dan het zogenaamde superpositiebeginsel toe. 


We bepalen de oplossing van de differentiaalvergelijking 
, | 

q +y = 4x + 2 cosx (7.67) 
X 


die voldoet aan de beginvoorwaarden: y(0) = 1 en y (0) = 2. 


De beginvoorwaarden verwerken we pas aan het eind. Eerst bepalen we de algemene oplos- 
sing van (7.67). De karakteristieke vergelijking is A rl=0 De oplossingen hiervan zijn 
A= ti =0 ti. Hieruit volgt: 

Yoa C} cosx + C, sinx 

Er geldt r(x) = 4x + 2 cosx. Dit is de som van een eerstegraads veelterm en een goniometri- 
sche functie. Bij de eerstegraadsveelterm kiezen we Yai Kx + L. Bij de term 2 cosx wil- 
len we kiezen hat M cosx + N sinx, maar cosx maakt al deel uit van Ye We moeten 
dus kiezen: Var = x(M cosx + N sinx). De twee delen combinerend vinden we: 

Ypart = Kx + L + x(M cosx + N sinx) 


Voor de eerste en tweede afgeleide van Vaart vinden we: 


den K +1 - (M cosx + N sinx) + x(—M sinx + N cosx) 
= K + (M + Nx) cosx + (N — Mx) sinx 


fe = 0 + (0 + N) cosx — (M + Nx) sinx + (0 — M) sinx + (N — Mx) cosx 


= (N + N — Mx) cosx + (—M — Nx — M) sinx 
= (2N — Mx) cosx + (—2M — Nx) sinx 
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Invullen in (7.67) (we korten cosx in tot c en sinx tot s): | 
(2N — Moe + (—2M — Nx)s] + [Kx + L + x(Me + Ns)] — 4x + 2e 


Herleiden: | | 
Kx + L+ (2N — Mx + Mx)c + (—2M — Nx + Nx)s = 4x + 2e > 
Kx + L + 2N cosx — 2M sinx — 4x + 2 cosx 


Hieruit volgt: 
K=4 K- 4 
l 0 — L 0 
IN 2 N-I 
—2M = 0 M= 0 


De algemene oplossing van (7.67) is daarmee: 

y = C} cosx + C, sinx + 4x + xsinx 

We verwerken de beginvoorwaarden. Daarvoor hebben we ook y’ nodig. 
y = —C, sinx + C, cosx + 4+ sinx + xcosx 

Invullen van de beginvoorwaarden y(0) = 1 en y (0) = 2 geeft: 

1 = C, cos 0 + C, sin 0 +4- 0+0- sin 0 = 1 =C; 

2 = —C} sin 0 + C, cos 0 +4 + sin 0+0- cos 0 => 0 = C, +4 
Dus C, = 1 en C} = —4. 

De gevraagde oplossing is dus: GO 

y = 1- cosx + (—4) sinx + 4x + x sinx = 4x + cosx + (x — 4) sinx 


Samengevat 
We vatten de verschillende mogelijkheden voor r(x) nog even samen. 


Mogelijkheid 1 

Het rechterlid r(x) is een veelterm van de graad n. We kiezen voor y(x) een alge- 
mene veelterm van graad n. Als y, „ een veelterm van graad 1 of 2 is, dan vermenig- 
vuldigen we de eerder gekozen y(x) met respectievelijk x of af 


Mogelijkheid 2 

Het rechterlid r(x) is een exponentiële functie. We kiezen voor Ypart (x) een expo- 
nentiële functie met dezelfde exponent. Als y, een term bevat met dezelfde expo- 
nentiële functie, dan vermenigvuldigen we de eerder gekozen y‚, (x) met x. en dit 
ook een term van y,„m is dan vermenigvuldigen we de gekozen y„art (x) met x°. 


Mogelijkheid 3 

Het rechterlid r(x) is een een lineaire combinatie van een cosinus- en een sinus- 
functie met dezelfde hoekfrequentie. We kiezen voor y‚ (x) een algemene lineaire 
combinatie van een cosinus- en een sinusfunctie met deze zelfde hoekfrequentie. 
Als y‚ een term bevat met een sinus- of cosinusfunctie met hetzelfde argument, 
dan kiezen ervoor om de eerder gekozen y(x) te vermenigvuldigen met x. 


Combinatiemogelijkheden 

Het rechterlid r(x) is een lineaire combinatie van de rechterleden genoemd in de 
mogelijkheden 1, 2 en/of 3. We kiezen voor y(x) een overeenkomstige combina- 
tie van de genoemde keuzen bij de verschillende mogelijkheden. 
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Figuur 7.13 


Differentiaalvergelijkingen 


Tot besluit van deze paragraaf laten we in een voorbeeld zien hoe een tweede orde 
differentiaalvergelijking kan worden opgelost met behulp van Maple. 











We lossen de differentiaalvergelijking 5 + En + 10y = sin(3t) met beginvoorwaarden 
y(0) = 2eny (0) = —1 met Maple op. Ook tekenen we het rechterlid van de differentiaal- 
vergelijking (sin (3t) en de oplossing y(t) in één plaatje. De Maple-sessie verloopt als volgt. 
- testart: 


advi lvlt E92) T2 diff(y(E), E) F10žy(t)-=sin(3:E); 


d d 
dv := | — y(t) | +2{—y(t) | + 10y(t) = sin(3t 
(Sro) +2 En ) O = sin(3t) 
=dsolveldv,y(t)), 
(9 (t) I. 6 
y(t) =e ` sin(3t) C2 +e ‘cos(3t)C1 + a 7 cos (3t) 
~ Peaginyw: ~  yY(0)=2,D(y) (Diele 
beginvw := y(0) = 2, D(y)(0) = —1 
>dsolve({dv,beginvw}, y(t)); 
40 (=t). 80 (—t) 1 6 | 
t) =—e sin(3t) + —e ‘cos(3t) + — sin(3t) — — cos(3t 
(Or G + rel Pens(3t) + sin (31) —  cos( 3) 
7y: unapply (rhìhs(3),t); 
_“sin(3t) S, cos(3t) sin (3t) — S cos(3t) 
37. 37 37 
Wie (plocs): 
SD pok wt sin = ke... 10, thickies: 2, olor Dlack).: 


P? lestr lot (10.6, 1.5, elft) 1, 11.5? Pi, 1 2, stalde lee 


-display ({pl, p2); 


322 Differentiaalvergelijkingen 





Opgaven bij 7.6 


CRA Bepaal de algemene oplossing van de volgende de differentiaalvergelijkingen. 


d'y d'y dy 
—5 —4y=0 d 5 + 6y = 0 
1 a P de ar VT 
2 
p 4t- oyi e dz odz „0 
dx dt dt 
d'y dy d'u du 
—s5 — 4— + 3y = 0 f de a a. 
C a a? d? “do 
PE Bepaal de algemene oplossing van de volgende de differentiaalvergelijkingen. 
d'i 2, d“ d 
a er E C e r AE 
dy dy dz Z dz 
b —5+2—+y=0 d —2 pt Sgan 
de “ar” dr LET 


ER Bepaal de oplossing van onderstaande differentiaalvergelijkingen, die aan de gege- 
ven beginvoorwaarden voldoen 


d 
a Z — 9y = 0; y(0) = 3 en y' (0) = -3 
d'y d 
b DE ge 2y =0;y(0) = -1 eny'(0)=7 
d’z 
C =z +a aar) = 2 enag (m7) =2 
dt 
d'u du 
d —5-—2— +u = 0; u(0) = 3 en u (0) = 4 
rie (0) (0) = 
dr r dr / 
o OP +2vV2 5 z+2r=0; rO) = 2 en r (0) = -2y2 
f Eo a aons 
d'z dx 
+4— + 8x = 0; x(0) = 4 en x'(0 —2 
8 de dt (0) (0) = 
Ee Bepaal de algemene oplossing van de volgende differntiaalvergelijkingen. 
d'y d d? 
a tg 2y=2 c Tr 9y = 8e” 
2 


d° z 2 
er a — 4t 


Sn Bepaal de oplossing van de GIGO ErRe king de —2 F + u = 4 cos t, waar- 
voor geldt dat u(0) = 1 en w (0) = —1. ê 
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1.11 


Figuur 7.14 








Differentiaalvergelijkingen 


bapan: de algemene oplossing van de volgende differentiaalvergelijkingen. 








a dx AdE 3% = 3t — 65 cos (2t) 
dt? dt 
b du du mv 4e?” 
dv dv 
d’z dz 
C nr Bd ET =e" 410 
dt dt 
a d'w dw 9 
dz’ dz 
2 
e EI U _ zer 
dx dx 
d'y „dy 
f 3- 42y = e" + 2e” 
de? “ax F 
dz dz t 
SLE B =d +4e 
5 a Sa 
d'u ; 
h rr T TO= p une) 
; dy dy Xe: lien B x 
i rr =i +2y =€ sinx (Aanwijzing: substitueer eerst y = z(x)e en maak er 


een differentiaalvergelijking in z van.) 


dy 
dx 


Gegeven de a en Ti d Sd z +4— + 13y = cosx + sin (2x) met begin- 
voorwaarden y(0) = 3 en y (0) = 0. 
Bepaal met Maple de oplossing van deze differentiaalvergelijking en teken de gra- 


fiek op het interval [0,4]. 


Praktische toepassingen van differentiaalvergelijkingen van de tweede 
orde 

We behandelen enkele soorten toepassingen van differentiaalvergelijkingen van de 
tweede orde. 


Harmonische trillingen 


Een deeltje met massa m beweegt zich langs de x-as en ondervindt voortdurend een 
kracht F, die naar de oorsprong gericht is. Deze kracht heeft een grootte die evenre- 
dig is met de afstand x van het deeltje tot de oorsprong. In deze situatie zal het deel- 
tje in een harmonische trilling geraken. 


F F, 


| 
di 
Xa ! 
l 
i 
anna vmma 
X1 
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In figuur 7.14 hebben we twee willekeurige posities P| en P, van het deeltje gete- 
kend met de daarin de beschreven kracht. Als het deeltje zich in P, naar rechts 
(dit beschouwen we als de positieve richting) beweegt, heeft de op dat moment uit- 
geoefende kracht F| een remmende werking. De versnelling is dan negatief (een 
vertraging). Op dat moment geldt dat F} = —kx, waarbij de positieve k de evenre- 
digheidsfactor is. Zou het deeltje zich in P} naar links bewegen, dan werkt de kracht 
F, versnellend, maar de versnelling is, gezien de richting van het deeltje, negatief. 
Ook dan geldt F, = —kx. Eenzelfde redenering geldt voor het deeltje in positie P}. 
Op elk moment geldt dus F = —kx. Volgens de tweede wet van Newton is de resul- 
terende kracht gelijk aan het product van massa en versnelling. 

Zo krijgen we voor de bewegingsvergelijking van het deeltje: 

ma = —kx 


oftewel 
d’ x 

Mm = =k 
dt 

waaruit volgt: 


me kx =0 (7.68) 


Vergelijking (7.68) is een homogene, lineaire differentiaalvergelijking van de tweede 
orde met constante coëfficiënten. De karakteristieke vergelijking is mX +k=0. 
Deze vergelijking heeft twee complexe oplossingen, die elkaars complex toegevoeg- 
den zijn: 


m 


Volgens formule (7.57) is de algemene oplossing van (7.68): 


X(t) = C] COS (yE) + CG, sin (yž:) (7.69) 
m m 


Het soort bewegingen dat we hierboven hebben besproken, noemen we harmoni- 
sche trillingen, omdat de uitwijking x een sinus- of cosinusfunctie van de tijd t is. 
De maximale uitwijking ten opzichte van de middenpositie (x = 0) is de amplitude 


A= qj E + De De tijdsduur van een gehele trilling vanuit een bepaalde positie en 


weer terug naar dezelfde positie, is de trillingstijd T. Omdat de periode van sinus 
en een cosinus gelijk is aan 27, geldt voor de de trillingstijd T: 


EE 


De frequentie f (het aantal trillingen per tijdseenheid) is gelijk aan =, dus: 


L 4k 
he 
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1.1.2 


Figuur 7.15 
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Een deeltje met massa m beschrijft een harmonische trilling. Het vertrekpunt van het deeltje 
is punt A(x‚.0) en het deeltje vertrekt vanuit stilstand, dus de beginsnelheid is 0. Dit geeft 
v(0) = 0 (zie figuur 7.14). 

We bepalen de bewegingsvergelijking van het deeltje. Voor de algemene bewegingsvergelij- 
king van het deeltje geldt formule (7.69): 


x(t) = C, cos (lie) + C, sin (ie) 


Voor de snelheid v(t) = zee van het deeltje geldt dus: 


dt 
d 1 2 
t m m m m 


We substitueren de beginvoorwaarden: 
Uit x(0) = x, volgt: C} cos (0) + C, sin (0) = xg. Dit geeft: C} = xg 


Uit v(0) = 0 volgt: —C, š sin (0) + C, Vš cos (0) = 0. Dit geeft: C, — 0 
m m 


De gevraagde particuliere oplossing is dus: 


x(t) = X COS (le) 
= 


Massa-veersystemen 


In figuur 7.15 is een veer verticaal opgehangen. Door zijn eigen gewicht zal de veer 
wellicht iets uitrekken totdat de rusttoestand is bereikt. Als we onderaan de veer 
een lichaam met massa m bevestigen, dan wordt de veer over een afstand s uitge- 
rekt ten opzichte van de rusttoestand en komt vervolgens weer tot rust. Uit deze 
evenwichtsstand trekken we het lichaam over een afstand x verder naar beneden. 
Als we vervolgens het lichaam loslaten zal de veer met het lichaam een verticale tril- 
lingsbeweging maken. De bewegingsvergelijking van het lichaam blijkt een lineaire 
differentiaalvergelijking te zijn. We zullen dit aantonen. 


We zullen de richting waarin de veer wordt uitgetrokken (naar beneden dus) als po- 
sitief definiëren. De neerwaartse krachten zijn dan positief en de opwaartse krach- 
ten zijn negatief. Het lichaam ondervindt verschillende soorten krachten. 
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1 Zwaartekracht 

Op het lichaam werkt de zwaartekracht G volgens: 

G = mg (7.70) 
waarbij g de zwaartekrachtsversnelling is. 


2 Veerkracht 

Volgens de wet van Hooke geldt dat de afstand z en de kracht die nodig is om de 
veer over de afstand z te uit te rekken, evenredig met elkaar zijn: 

F = kz (A71) 
waarbij de constante k afhankelijk is van de veer, de zogenaamde veerconstante. 


Nadat het lichaam aan de veer gehangen is, wordt deze over een afstand s uitgerekt. 
Het lichaam hangt nu in de evenwichtsstand. Uit de formules (7.70) en (7.71) volgt, 
met s > 0, 

KE = ME (7.72) 
Vervolgens wordt de veer over een afstand x naar beneden uitgerekt. De opwaarts 
gerichte veerkracht F, wordt dan: 

F, = =klS +x) (7.23) 


3 Dempingskracht 
Als het massa-veersysteem in een medium (bijvoorbeeld een vloeistof) is geplaatst, 
ondervindt het lichaam tijdens de beweging een wrijvingskracht F, (demping) 
waarvan we kunnen stellen dat deze evenredig is met de snelheid waarmee het li- 
chaam zich beweegt. 


Er geldt: Fy = —cv, dus F; = BE 


dt 

We hebben hierbij gesteld dat de wrijvingsconstante c positief is. Als het lichaam 
zich naar beneden verplaatst, dan is de snelheid v positief. Doordat de wrijvings- 
kracht in dat geval naar boven is gericht, moet gelden dat F, < 0. Bij een beweging 
omhoog geldt volgens een soortgelijke redenering v < 0 en F, > 0. 


Voor de naar beneden gerichte resultante Fres van deze drie krachten geldt: 


Fos = GF, +E = mg — k(s +x) ec (7.74) 


Volgens de tweede wet van Newton is de resulterende kracht op een lichaam met 
massa m gelijk aan het product van massa en versnelling. Bovendien is de versnel- 
ling de tweede afgeleide van de weglengte naar de tijd: 

d'z 


Fes = ma = Mm 
dt 


res 


We combineren dit met (7.74) en vinden: 
mtx mg — k(s + x) — pox 
dt’ dt 


We passen formule (7.72) toe en krijgen: 
d’ x 


me mg -mg - kr- c% 
dt dt 
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Figuur 7.16 


Figuur 7.17 


Figuur 7.18 
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Dit is te herleiden tot de homogene lineaire differentiaalvergelijking van de tweede 
orde met constante coëfficiënten: 


LET ker eli (Fel) 


Dit is de differentiaalvergelijking van de vrije mechanische trilling. 

Als er op het lichaam ook nog een uitwendige kracht r(t) werkt, dan moet het rech- 

terlid in differentiaalvergelijking (7.75) vervangen worden door r(t). We krijgen dan: 
d’ x dx 

Mtd KX =r(t 7.76 
dt dt (2) i 

Dit is de vergelijking van de gedwongen mechanische trilling. Deze differentiaalverge- 

lijking is inhomogeen. We zullen de beide genoemde gevallen analyseren. 


Vrije trillingen 

De karakteristieke vergelijking van (7.75) is: 

mA +cà+k=0 (7.77) 
met de oplossingen: 


2 2 
GH 5 —4km en À, = =C—V č —4km (7.78) 
m 


X = 
à 2m 


We onderscheiden twee hoofdgroepen: de ongedempte vrije trillingen (c = 0) en de 
gedempte vrije trillingen (c > 0). De gedempte vrije trillingen worden verdeeld in 
drie groepen: 

l Aj # A, en beide zijn reëel; bovenkritische demping 

2 à =à, (beide zijn dan reëel); kritische demping 

3 à enà, zijn elkaars toegevoegd complexen; benedenkritische demping. 


In figuur 7.16 hebben we het x-t-diagram van een harmonische trilling (c = 0) afge- 
beeld, waarbij C de amplitude en T de tijdsduur van een periode, de trillingstijd, is. 





Figuur 7.17 is een illustratie van een voorbeeld van bovenkritische demping en kri- 
tische demping (c > 0) bij vrije trillingen. 







bovenkritische demping 


Ol kritische demping 











1.1.3 


Figuur 7.19 
RLC-netwerk 
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Het meest interessante geval is benedenkritische demping (zie figuur 7.18). De uit- 
slag ligt tussen de krommen x = —-Ce “en x = Ce ™, met C = Ve + E in for- 
mule (7.57). 


Gedwongen trillingen 
Als het lichaam in figuur 7.15 beïnvloed wordt door een uitwendige kracht r(t), dan 
is de differentiaalvergelijking van het systeem de inhomogene vergelijking (7.76). 


Elektrische netwerken 


In paragraaf 7.7.2 hebben we wiskundige modellen voor massa-veersystemen (me- 
chanische trillingen) bekeken. Deze modellen gelden voor een belangrijk deel ook 
voor elektrische netwerken. Dit is een opmerkelijk voorbeeld van het feit dat na- 
tuurkundige systemen van verschillende aard uiteindelijk door wiskundige model- 
len van hetzelfde type beschreven worden. We zullen aantonen dat de stroomsterk- 
tefuncties in een elektrisch netwerk qua aard geheel overeenstemmen met de uit- 
slagfuncties van een mechanisch massa-veersysteem. Deze overeenkomst kunnen 
we in de praktijk heel goed gebruiken. Zo is het ten behoeve van de bestudering 
van een massa-veersysteem vaak praktischer een daarmee overeenkomend elek- 
trisch netwerk op te zetten en hiervan de stroomsterkte te meten. Daaruit kunnen 
we dan conclusies trekken voor de wijze waarop het mechanische systeem werkt. 


In figuur 7.19 hebben we te maken met een RLC-netwerk. Een weerstand met weer- 
standswaarde R, een spoel met zelfinductie L en een condensator met capaciteit C 
zijn in serie aangesloten op een spanningsbron u(t). Met behulp van de tweede 
wet van Kirchhoff kunnen we de differentiaalvergelijking voor het systeem opstel- 
len, waarbij, naar keuze, i(t) (stroomsterkte) of q(t) (hoeveelheid lading) de onbe- 
kende functies zijn. 


C 


+ u(t) ~ 


Als de condensator ongeladen is op tijdstip t = 0 dan geldt: 
di TE EP 

L—+ Ri += | HAL = ME Zg 
dt G (2) i 


Door vergelijking (7.79) te differentiëren naar t ontstaat de differentiaalvergelijking: 
di R di 1, du 


ER ENT 7.80 
da Cc a in 
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Als we de vergelijkingen in (7.80) en (7.76) met elkaar vergelijken, zien we dat een 
mechanisch massa-veersysteem en een elektrisch netwerk uiteindelijk hetzelfde ty- 
pe differentiaalvergelijking oplevert. De overeenkomstige symbolen zijn: 

® zelfinductie L — massam 

2 weerstand R 


i + dempingsconstante c 
è reciproke van capaciteit, z + veerconstante k 
afgeleide van de bronspanning, — «— de uitwendige kracht r(t) 
dt mr 
stroomsterkte — uitwijking x(t) 


dq 


De vergelijking in (7.79) is ook door substitutie van i = dt om te zetten in een 
tweede orde differentiaalvergelijking: : 

dq dq 1 
Lt Ro dg u 

T 
Wanneer we hieruit q(t) hebben opgelost, kunnen we vervolgens i(t) voor het net- 
werk bepalen door q(t) naar t te differentiëren. 


Opgaven bij 7.7 


ER Een deeltje verplaatst zich over een rechte lijn die horizontaal loopt vanuit een vast 
punt O. Op het deeltje werkt een uitwendige kracht die evenredig is met de afstand 
x tot O en die gericht is naar O. Het deeltje vertrekt vanuit stilstand op een afstand 
van 0,05 m tot O. In punt O is de grootte van de snelheid v gelijk aan 4,0 m/s. 
a Bepaal de afstand van x tot O als functie van de tijd. 
b Bepaal de amplitude, de trillingstijd en de frequentie van de trillingsbeweging. 





Bekijk hetzelfde systeem als in opgave 1. 
a Bepaal de afstand tot O als functie van de tijd onder de volgende beginvoor- 
waarden: 
1 (0) —=0,L2 m toto 
2  v(0)= —0,10 m/s 
3 al0)= —0,48 m/s? 
b Bepaal de trillingstijd, de frequentie en de amplitude van de beweging. 


El Een mathematische slinger met een lengte van 2,45 m wordt 5° uit de (verticale) 

evenwichtstoestand getrokken. Vanuit deze toestand wordt hij losgelaten. Neem 

voor de valversnelling: g = 9,8 m/ s“. 

a Bereken de hoek « die de slinger maakt met de verticaal op tijdstip t. Aanwijzing: 
maak gebruik van de relatie sina ~ a (a in radialen) voor kleine hoeken a. 

b Bepaal de frequentie. 

c Welke afstand legt het uiteinde van de slinger af gedurende een slingertijd (pe- 
riode)? 
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Er is een kracht van 50 N nodig om een verticaal hangende schroefveer 1,0 m uit te 

rekken. Aan het onderste uiteinde van de veer is een lichaam met een massa van 2,0 

kg bevestigd. Het systeem is op tijdstip t = 0 in rust. Bepaal de bewegingsvergelij- 

king als de volgende beginvoorwaarde wordt toegevoegd. 

a _Hetlichaam wordt eerst 0,20 m naar beneden getrokken en daarna vanuit rust- 
stand losgelaten. 

b Hetlichaam wordt eerst 0,40 m naar beneden getrokken. Daarna wordt het een 
opwaartse snelheid met een grootte van 2,0 m/s gegeven. 

c __ Het lichaam wordt eerst 0,30 m naar beneden getrokken. Vervolgens wordt het 
een neerwaartse snelheid meegegeven met een grootte van 4,0 m/s. 

d Het lichaam wordt eerst 0,20 m omhooggedrukt. Vervolgens krijgt het een 
neerwaartse snelheid met een grootte van 3,0 m/s. 


Er is een kracht van 50 N nodig om een verticaal hangende veer 0,50 m uit te rekken. 

Onderaan de veer is een kogel van 2,5 kg bevestigd. Het systeem is in rust. Het mas- 

sa-veersysteem beweegt zich in een medium met een dempingsconstante c. Bepaal 

de bewegingsvergelijking van de kogel voor de volgende gevallen. 

a In de evenwichtsstand wordt de kogel een neerwaartse snelheid gegeven met 
een groote van 4,0 m/s; c = 10 kg/s. 

b De kogel wordt eerst 0,20 m omhooggedrukt. Daarna krijgt de kogel een op- 
waartse snelheid ter grootte van 5,0 m/s; c = 1000 kg/s. 

c Vanuit de evenwichtsstand wordt de kogel een opwaartse snelheid gegeven ter 
grootte van 3,0 m/s; c = 50 kg/s. 

d De kogel wordt eerst 0,40 m naar beneden getrokken. Daarna krijgt de kogel 
een opwaartse snelheid met een grootte van 2,0 m/s; c = 20 kg/s. 

e De kogel wordt eerst 0,50 m omhooggedrukt. Daarna krijgt de kogel een neer- 
waartse snelheid ter grootte van 3,0 m/s (absolute waarde); c = 40 kg/s. 


Een mechanisch trillingssysteem, bestaande uit een verticale schroefveer met veer- 
constante k en daaraan gehangen een lichaam met een massa m, is geplaatst in een 
medium met dempingsconstante c en blootgesteld aan een gegeven kracht F(t). 
Bepaal de bewegingsvergelijking als aan de volgende beginvoorwaarden is voldaan. 
a In de evenwichtsstand krijgt het lichaam een beginsnelheid van 0 m/s. 
m= 1,0 kg, e= 4,0 kg/s, k = 3,0 N/men F(t) = 65 sin (2t) N. 
b In de evenwichtsstand krijgt het lichaam een neerwaartse snelheid ter grootte 
van 2,0 m/s. 
m = 1,0kg, ec = 3,0 kg/s, k= 2,0 N/men F(t) = 7 cos t— sin tN. 
c In de evenwichtsstand krijgt het lichaam een opwaartse snelheid ter grootte 
van 4,0 m/s. 
m = 2,0 kg, c = 3,0 kg/s, k = 1,0 N/m en F(t) = 10 cos t — 85 cos (2t) N. 
d In de evenwichtsstand heeft het lichaam beginsnelheid O m/s. m = 1,0 kg, 
c= 2,0 kg/s, k = 2,0 N/m en F(t) = 10 cos £N. 
e In de evenwichtsstand krijgt het lichaam geen beginsnelheid. m = 1,0 kg, 
c= 2,0 kg/s; k = 1,0 N/m en F(t) = 25 cos(2t) N: 
f In de evenwichtsstand krijgt het lichaam een opwaartse snelheid met een 
grootte van 5,0 m/s. 
m = 1,0 kg, c = 4,0 kg/s, k = 4,0 N/m en F(t) = —-25 sin t — 8 sin (2t) N. 
g  Hetlichaam wordt eerst 1,0 m naar beneden getrokken en heeft een beginsnel- 
heid van 0 m/s. 
m= 1,0 kg, c= 0 kg/s, k= 1,0 N/m en F(t) = 3 cos(2t) N. 
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1.8 


1.8.1 





Differentiaalvergelijkingen 


Bepaal de lading q(t) van de condensator en de stroomsterktefunctie i(t) in een LC- 
netwerk, zoals in de onderdelen beschreven. Op tijdstip t = 0 geldt: 4(0) = OC en 


i(0) = OA. 

a L=0,50H C= 0020F u(t) = U = S0 V 

b L=10H C = 0,25 F u(t) = 8t 

ë L=020H CGC = 0,050 F u(t) = 30 cos(5t) V 

d L=4,0H C = 0,010 F u(t) = 480 sin (r+ža) V 


Bepaal de ladingsfunctie q(t) van de condensator en de stroomsterktefunctie i(t) 
van de RLC-keten in figuur 7.19. Op tijdstip t = 0 geldt: 4(0) = OC en i(0) = OA. Ver- 
der is gegeven: 


à R=400 I= LH C=>F u(t) = U = 30V 
b R=40Q L=J0H G = 0,025 F u(t) = 250 sin t V 
c R=400 L=40H G = 0,020 F u(t) = 74 cos (2r— ar) v 


Lineaire differentiaalvergelijkingen van hogere orde met constante 
coëfficiënten 


In deze paragraaf geven we een korte uiteenzetting over de oplossing van lineaire 
differentiaalvergelijkingen van hogere orde met constante coëfficiënten. Het oplos- 
sen van deze differentiaalvergelijkingen verloopt op dezelfde manier als die van de 
overeenkomstige differentiaalvergelijkingen van orde 1 en 2. De hogere orde zorgt 
voor meer werk, maar de aanpak is gelijk. 


Homogene, lineaire hogere orde differentiaalvergelijkingen 
met constante coëfficiënten 


We kijken ook nu eerst naar de homogene, lineaire differentiaalvergelijkingen van 
hogere orde met constante coëfficiënten. 


De differentiaalvergelijking: 
d”y d*y 

An g" T fn- gT 

is een homogeen-lineaire differentiaalvergelijking van de n-de orde met constante coëffi- 

ciènten. De karakteristieke vergelijking is: 

aA HAS thd =D (7.82) 


Net als bij de overeenkomstige tweede orde differentiaalvergelijkingen onderschei- 
den we drie gevallen. 


Geval 1 
Als de karakteristieke vergelijking (7.81) n reële, verschillende oplossingen heeft, 
dan zijn: 
Aj X Az X AX 

He" zr vnd = € 

oplossingen van differentiaalvergelijking (7.81). De algemene oplossing van diffe- 
rentiaalvergelijking (7.81) is dan: 
y= gar + Ger F wa F C e° 


X 


(7.83) 
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Geval 2 

Als niet alle oplossingen van karakteristieke vergelijking (7.82) verschillend zijn, 
dan krijgen we een andere situatie. Als geldt A, = à, dan zijn y, = e™* en 
Ya = e™* lineair afhankelijk. We moeten dan kiezen voor de onafhankelijke oplos- 
singen y, =€ á en ys = X: y; = xe” 

Bij drie gelijke waarden van A, A, = à, = à}, kiezen we voor de onafhankelijke op- 
lossingen: 

Yi = et, y = yj = Xe n en y; = ra N= Per. (7.84) 
Algemeen: als A een m-voudige oplossing is van de karakteristieke vergelijking, dan 
kiezen we voor de onafhankelijke oplossingen: 


Àl 


Ai 


Ar X An el Ark 
ne en vaa Mets (7.85) 
si ; : ÀX À> X 
Deze Aa oplossingen komen in plaats van y =e `, y 5€% , … 
Z mX 
Ym = E77. 


Geval 3 

Als de karakteristieke vergelijking (7.82) complexe, niet reële, oplossingen heeft dan 
hoort naast zo’n oplossing altijd een toegevoegd complexe oplossing. Dit komt om- 
dat de karakteristieke vergelijking reële coëfficiënten heeft. De twee onafhankelijke 
oplossingen van de differentiaalvergelijking zijn dan complexe e-machten. Deze 
kunnen, net als bij de differentiaalvergelijking van de tweede orde, als koppeltje 
vervangen worden door twee onafhankelijke, reële oplossingen die het product zijn 
van een e-macht en respectievelijk een cosinus en een sinus. 


1.8.2 Inhomogene, lineaire differentiaalvergelijkingen met constante 
coëfficiënten 


Voor het oplossen van inhomogene, lineaire differentiaalvergelijkingen van hogere 
orde met constante coëfficiënten gebruiken we dezelfde methode als voor differen- 
tiaalvergelijkingen van de tweede orde. We lossen eerst de bijbehorende homogene 
differentiaalvergelijking op. Daarna zoeken we een particuliere oplossing van de 
gehele differentiaalvergelijking. De som van deze twee oplossingen is de algemene 
oplossing van de gehele differentiaalvergelijking. 


We geven een enkel voorbeeld van de oplossing van een dergelijke differentiaalver- 


gelijking. 
Voorbeeld 45 We bepalen de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking: 
dy dr, 75 
de dx 


De karakteristieke vergelijking A A liste herschrijven tot AS (A — 1) = 0 en heeft 
de oplossingen A, = A, = 0 en A; = 1. Dit levert de onafhankelijke oplossingen: 

Yi -ly xy xi xen =e T e 

Dus geldt: Yom = C4 + Cx + C, e”. 

Omdat r(x) = x, zouden we als regel Ypat — AX + B hebben gekozen. Maar als we Yhom 


bekijken dan zien we dat deze een veelterm van graad 1 is. We moeten daarom kiezen voor: 


Voart S x’ (Ax + B) = Ax? + Bx’ 





ps 
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Differentiaalvergelijkingen 


We bepalen de benodigde afgeleiden van y 


tooo 2 
Ya 3Ax + 2Bx 


part” 


1t 
Yan 6Ax + 2B 


y — 6A 


part 


We substitueren dit in differentiaalvergelijking (7.86) en vinden: 


6A — (6Ax + 2B) — x — —6Ax + (6A — 2B) =x 


Vergelijking van de coëfficiënten in het linker- en rechterlid levert: 


A= —- 
—6A = 1 ze 6 
6A — 2B = 0 1 
B == > 
Dit geeft: 
n l 
Ypat — 6 2 


De algemene oplossing van de gegeven differentiaalvergelijking is dus: 


13 


yY 7 


ho 


Hogere orde differentiaalvergelijkingen die van hetzelfde type zijn als de tweede or- 
de differentiaalvergelijking in voorbeeld 27 lossen we op soortgelijke manier als in 
dat voorbeeld. 


n 


De oplossing van de n-de orde differentiaalvergelijking : y = 
X 


volgt bepalen. We integreren het linker- en rechterlid en krijgen dan de (n — 1)-de 
n=] 
y 


n—l 





g(x) kunnen we als 





orde differentiaalvergelijking: = | g(x)dx. Door opnieuw te integreren wordt 
het een (n — 2)-de orde differentiaalvergelijking. Zo verdergaand vinden we de op- 
lossing y van de differentiaalvergelijking door n-maal te integreren. We hebben n- 
maal geintegreerd, dus de algemene oplossing bevat uiteindelijk n integratiecon- 


stanten. 
Opgaven bij 7.8 


Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking. 











3 3 2 
a Lal p EL EL g 
dx dx dz dz dz 
dł y Su Qu du 
dy „dy, dy dy dy 
iak ME Be an AE a U h —5 —— = 4cosx 
"1 nl! de 8 as 
4 3 
d tX i= i SY44 = 5e" +3 sinx 
4 2 3 
e rh +6z=0 j Traer 








1.9 


Voorbeeld 46 
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Stelsels differentiaalvergelijkingen en eigenwaarden 


Het oplossen van een stelsel vergelijkingen met meerdere onbekenden is in hoofd- 
stuk 4 uitvoerig aan de orde geweest. Het betrof daar lineaire vergelijkingen. 

In deze paragraaf zullen we ons bezighouden met het oplossen van een stelsel van 
lineaire differentiaalvergelijkingen (met constante coëfficiënten) waarin verschil- 
lende onbekende functies voorkomen. 

De in hoofdstuk 4 behandelde eliminatiemethode is hiervoor meestal niet geschikt. 
Er zijn verschillende methoden om stelsels differentiaalvergelijkingen op te lossen. 
In deze paragraaf zullen we een oplossingsmethode gebruiken waarbij eigenwaar- 
den (zie hoofdstuk 4) worden toegepast. 


We beginnen met een eenvoudig voorbeeld, waarin de eliminatiemethode wel kan 
worden toegepast. 


Gegeven het stelsel differentiaalvergelijkingen: 


/ 

on 

(7.87) 
Y, = Ay, +Y; 


Hierbij zijn y} en y, functies van t, dus y} = y4 (t) en y, = y, (t). 


We bepalen de oplossing van het stelsel. We elimineren y} door de eerste vergelijking in te 
vullen in de tweede. Daarvoor herschrijven we de eerste vergelijking tot: 
D y; Y 
Differentiëren geeft: 

Ł 1 f: 
A 
Beide vullen we in de tweede vergelijking van het stelsel in en krijgen: 

17 / ł 

Y} -y;) Hr (v, =y 
Dit leidt tot: 
YA =D 


Dit is een homogene lineaire tweede orde differentiaalvergelijking met constante coëfficiën- 
ten. De oplossing is: 
yı (Ð) = C e l C, e” 


Omdat y, = y; — y4 geldt voor y, : 
} 
Y, = (c, B cze") - (Ge — cze") 
— Coe 43 e Ce! Se ee + 2C g? 
E 1 2 1 jen 1 2 


De oplossing is dus: 
nwO=te +C e 


vO Me 12e E 
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Differentiaalvergelijkingen 


Bij stelsels met veel differentiaalvergelijkingen is de eliminatiemethode niet meer 
uit te voeren door het omvangrijke rekenwerk. Een betere methode is het stelsel op- 
lossen met behulp van matrices. Deze methode is een algemene vorm van de op- 
losmethode voor het oplossen van lineaire differentiaalvergelijkingen met con- 
stante coëfficiënten. We laten het oplossen van een stelsel differentiaalvergelijkin- 
gen met behulp van matrices zien door het stelsel uit voorbeeld 46 met deze 
methode op te lossen. 


Gegeven is weer het stelsel: 


y =y +) 

y, = 4 +) 
Stel y = z ; ) . De kentallen van deze vector zijn functies van t. ; 
De afgeleiden van y} en y, kunnen we ook als een vector opvatten: y == ý 
Het gegeven stelsel is nu te schrijven als y =Ay, met A= $ ; ). a 


Dit lijkt op een differentiaalvergelijking van de eerste orde. We proberen als oplos- 


AL =} 
Xe 


sing y = . Hierin zijn x en à nader te bepalen. We substitueren de vorm 


y = xe“ in de vergelijking y = Ay en vinden: 
Aret = Axe” 


We delen linker- en rechterlid door de positieve factor e™ en krijgen dan: 

XE =AL 

oftewel 

(A — AI) = 0 (zie hoofdstuk 4). 

Het oplossen van het stelsel differentiaalvergelijkingen is nu omgezet naar het pro- 
bleem van het bepalen van eigenwaarden en eigenvectoren van een matrix. 

De eigenwaarden àA zijn oplossingen van: 


JA — AI| =0 (7.88) 
We berekenen de determinant |A — A1}: 

EN end l o PNI NM T 
|A — MI] = 4 Ef 4A.1=A -2-3 





Vergelijking (7.88) wordt dan: N° — 2A — 3 = 0. De oplossingen zijn de eigenwaar- 
den A, = -1 en à; = 3. i 
Bij Aå} = —1 vinden we de eigenvector x] = ( ) 


Bij A, = 3 hoort eigenvector x, = lal 


De hiermee overeenkomende oplossingen van het stelsel zijn: 
— > l — = 1 3 

RO= (z) nmre = (3) 

De algemene oplossing van het stelsel is dus: 


role +a(3)” 


Of als vector geschreven: 


—ş Detinee" 
ro ( 8 —t 5 ) 
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Deze oplossing is natuurlijk gelijk aan de oplossing gevonden met de eliminatieme- 
thode. 


Het volgende voorbeeld laat zien hoe we de zojuist beschreven methode in de me- 
chanica kunnen gebruiken. 


Voorbeeld 47 In figuur 7.20 is een massa-veersysteem getekend, waarin twee lichamen en twee veren aan 
elkaar bevestigd zijn. Voor de eenvoud hebben we voor de massa van de lichamen genomen 


m, = 1kg en m, = 1 kg. De uitwijkingen van de lichamen vanuit de evenwichtsstand zijn 
respectievelijk van y} en y,. Deze richting naar beneden noemen we positief. De veercon- 
stanten zijn k, = 3 N/m en k, = 2 N/m. Verondersteld wordt dat de beweging verticaal is. 
De demping en de massa van de veren laten we buiten beschouwing. 

We bepalen de bewegingsvergelijkingen van de (massamiddelpunten) van de beide lichamen. 


Figuur 7.20 





Op het lichaam met massa m, werkt een omhoog gerichte kracht —k,y, = —3y,- Omdat de 
lengteverandering van de onderste veer gelijk is aan y, — y} werkt op dat lichaam ook een 
omlaag gerichte kracht k, (y, — y4 ) = 2 (y, — Y4). 

Op het lichaam met massa m, werkt een omhoog gerichte kracht 


kbm — yi) = 20- n) 


We passen de tweede wet van Newton op de twee lichamen. Dit leidt tot het volgende stel- 
sel differentiaalvergelijkingen: 


y = 3y +2(y, — Yi) y = 5y + 2y, 
== 


| 


Y; = 2y: — 11) Y =M- 2 
We schrijven dit stelsel als: 
RRG AA en weet erst Y1 o —5 2 
Y -Ay mety = ga en Å = ( 2 a) 


We substitueren Y? = xe“! in de vergelijking yY — AY en vinden: AX = w X. We 
stellen A — w” en krijgen dan AX = AF. 











Differentiaalvergelijkingen 


De eigenwaarden van A zijn oplossingen van: 
IA — All =0 


We berekenen de determinant |A — All: 
J A 2 


a 





CEN N HIA +0 


Voor de eigenwaarden À geldt dan: Aani 
De oplossingen zijn A, = —6 en A, = —1. 


De hiermee corresponderende eigenvectoren zijn 


> —2 — 1 
Io lo |? 


Als A = A, = —6, dan volgen uit de Ade oplossingen w} = iv 6 en w, = —iv6. We 
vinden dan twee complexe oplossingen, namelijk: 


o e den Oe 


Als A = A, = —1, dan krijgen we de oplossingen w, = i en wy = —i. Ook nu vinden we 
twee complexe oplossingen, namelijk: 


Oe 


We nemen de oplossingen Ja en Yo op een geschikte manier samen, net als bij de tweede 
orde differentiaalvergelijkingen. Dat doen we ook met Ye en y Zo krijgen we vier reële op- 
lossingen met een cosinus of sinus. Zo vinden we de volgende algemene oplossing. 


y(t =(C,cos(V6-t) +C, sn(v6:9)( 4) + (C, cos t + C, sin oo) 


Als vector geschreven: 
-o —2C, cos (v6 - t) — 2C, sin (v6 - t) + C, cos t + C, sin t 
oo C} cos (v6 - t) + C, sin (v6 - t) + 2C, cos t + 2C, sin t 


Door het geven van vier begin- of randvoorwaarden, bijvoorbeeld door het geven van y4 (0), 
y, (0), y: (0) en y; (0) zijn de vier constanten te bepalen. 


Opgaven bij 7.9 


Los de volgende stelsels differentiaalvergelijkingen op: 


NAH 
a 
/ 
Ys =SY1 — Yo 
VA = ayi +2 


b y, = 6y; — 2y» 


Y3 sr 2y3 


y= 4 — 2 
C met p (0) = —-3 en m (0) = 2 


y, =f rJ 













1.10 


7.10.1 


Figuur 7.21 
Verdeling van het 
interval [a,b] 
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Het numeriek oplossen van differentiaalvergelijkingen 


In dit hoofdstuk hebben we ons tot dusver beziggehouden met differentiaalvergelij- 
kingen die analytisch oplosbaar bleken te zijn. Er was steeds een standaardme- 
thode beschikbaar om de differentiaalvergelijking op te lossen en een eventueel be- 
nodigde primitieve was te bepalen. In de praktijk kan het voorkomen dat geen stan- 
daardmethode beschikbaar is of dat integratie niet mogelijk is. Net als bij het 
bepaald integreren van functies (denk aan de regel van Simpson of de trapeziumre- 
gel) bestaan er numerieke methoden waarmee de oplossing van een differentiaal- 
vergelijking benaderd kan worden. Er moeten dan wel één of meer (afhankelijk 
van de orde van de differentiaalvergelijking) begin- of randvoorwaarden gegeven 
zijn. Dit is in de praktijk gelukkig meestal het geval. 


In deze paragraaf zullen we twee methoden bekijken waarmee we de oplossing van 
een differentiaalvergelijking van de eerste orde met een gegeven beginvoorwaarde 
kunnen benaderen. Deze methoden zijn, in aangepaste vorm, ook bruikbaar voor 
differentiaalvergelijkingen van hogere orde. Om de oplossing van een differentiaal- 
vergelijking van de eerste orde numeriek te kunnen benaderen is het noodzakelijk 
om y’ te isoleren van de rest van de differentiaalvergelijking. We moeten dus kun- 
nen schrijven y = f (x,y). 


Stel dat van de onbekende functie y = y(x) als beginvoorwaarde de waarde in het 
punt met x-coördinaat a gegeven is als y(a) = yọ. We willen weten hoe groot y in 
het punt met x-coördinaat b (met b > a) is. Met een numerieke methode kunnen 
we het gevraagde antwoord benaderen. 


Als probleemstelling formuleren we kortweg het beginwaarde-probleem. 

Gegeven is: 

y (x) = f(xy) = f(xy(x)) met y(a) = yo (7.89) 
Gevraagd wordt een benadering voor y(b) (met b > a). 


De methode van Euler 


Nadat de differentiaalvergelijking van de eerste orde in de vorm van (7.89) is ge- 
bracht, gaan we als volgt te werk. 

Verdeel [a,b] in n stukjes met lengte h (h is de stapgrootte). Hiermee wordt het inter- 
val [a,b] door de punten xj = a,x; =a + h, x3 =a +2h; n.3 

X, =4+na= (n+ l)a = binn gelijke deelintervallen verdeeld (zie figuur 7.21). 


léi h A A 
E E EEE NAE TE ee SEEE E 
gd A7 Xo X3 X n? Xx;=p 


We zoeken een benadering van de oplossing van de differentiaalvergelijking in de 
punten met x-coördinaat x,. Van deze oplossing y = f (x) van de gegeven differenti- 
aalvergelijking kennen we alleen het beginpunt (x),y,). Dit punt nemen we dan 
ook als uitgangspunt voor alle benaderingen die we zullen bepalen. 
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Figuur 7.22 


Figuur 7.23 





Differentiaalvergelijkingen 


We geven de benaderde waarde van y in het punt met x = x, aan met Yi (E van Eu- 
ler). Er geldt dus y} = y(x) > Pes waarbij y = y(x) de exacte waarde van y is voor 
ES Ein 

Uitgaande van het gegeven punt (X0,y9) bepalen we nu P. 


We benaderen op |xọ,x; | de werkelijke toe- of afname (de differentie) van y (Ay) 
door de differentiaal dy. Er geldt dan (zie figuur 7.22): 
y(x) = Yo + Ay S Yo +dy = Yo + h tana 
= Yo +h-y (xo) 
= Yo + h- f (XoY (x0)) 
= Yo + h - f (XoYo) 
Als benadering voor y; = y(x; ) wordt nu genomen: 
A = Yo + h- f (XJ) SPNA 
Dus: 
Vi zt = Yo +h-f(%0o) 


Vv raaklijn y 







Oplossing 
door (X, yE) 





Uitgaande van het nu bekende punt (3 y) herhalen we bovenstaande procedure 


om een benadering voor y, = y(x, ) te vinden. Deze benadering noemen we w 
(zie figuur 7.23). 

Dus geldt: 

Sy =) +h-f(x) (7.91) 
Dit proces wordt voortgezet tot we y: hebben gevonden. Deze numerieke oplosme- 


thode staat bekend als de methode van Euler. 


Samengevat luidt het algoritme van de methode van Euler dus als volgt: 


Yo = Yo (Yo is gegeven) 
E E E (7.92) 
Yi = Yp +h f (xY ) voor k=0l2 A — d, 


Op deze manier vinden we een benaderde oplossing in de punten met x-coördinaat 


Ki Koka eert IN het bijzonder geldt y, = ye. De benadering van y„ wordt des te 
beter naarmate h kleiner genomen wordt. De kans dat we met de benaderende 
raaklijn ‘uit de bocht vliegen’ wordt immers kleiner wanneer we de stapjes kleiner 
nemen. Anderzijds geldt: hoe kleiner h gekozen wordt, hoe meer stappen we zullen 





moeten doen. Te bewijzen is dat de absolute fout | (a — yņ„| vrijwel evenredig is met 


de stapgrootte h. 
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Voorbeeld 48 Gegeven is het beginwaarde-probleem y/ = x + y met als beginvoorwaarde vO 1 


Gevraagd wordt een benadering voor y(0,5) te bepalen met behulp van de methode van Euler 
in zowel 5 als in 10 stappen. Het algoritme van de methode van Euler luidt in dit geval: 


E 
ha +h- f(x) =y +h- (x + yp )voork En 


In het geval van 5 stappen moeten we in 5 stappen van x} = 0 naar x, = 0,5. Dit betekent 
dat in dat geval geldt dat h = 0,1. We berekenen de benodigde benaderingen. 


E 


+h Xo +) -I Lill 


E 
i =y +h (x +y) = 1.1 +0,1. (01 +11) = 1,22 
=y h (yrn) 12401 (024122) = 1,362 


FR 5 


X9 + 
y; =Y; +h (x, +y; ) = 1.362 +01: (0,3 + 1,362) = 1.5282 
vs = Y; +h» (x, + y; ) = 1.5282 +01 (0,4 + 1,5282) = 1,72102 


Op deze manier vinden we dus: 


y(0,5) = y; (0,5) = 1,72102 


Op dezelfde manier berekenen we de benaderingen in 10 stappen. Dan geldt: h = 0,05. 
We vinden dan: 


y(0,5) = y; (0,5) = 1,7577892 


De differentiaalvergelijking uit dit voorbeeld is ook analytisch op te lossen. De exacte oplos- 
sing is: y = 2e“ — x — 1. Er geldt dus y(0,5) = 2e 05 1 = 17974425. 

Dit geeft ons de mogelijkheid na te gaan wat de fout in de benaderingen is. 

Voor de benadering met 5 stappen geldt: y; (0,5) = 1,72102 (zie hierboven). 

De absolute fout is: (1,7974425 — 1,72102| = 0,0764225 == 0,076. 

Voor de benadering met 10 stappen geldt: yio (0,5) — 1,7577892 (zie hierboven). 

De absolute fout is nu: |1,7974425 — 1,75778921| — 0,03965329 ~ 0,040. 


We zien dat bij halvering van de stapgrootte ook de absolute fout ongeveer is gehalveerd. 
0,0764225 _ 4.2% en 0,03965329 12%. 


1,7974425 ` 1,7974425 | 
Hieronder staat een tabel met de berekende waarden van hierboven, maar ook alle tussen- 


De relatieve fouten zijn respectievelijk: 


antwoorden bij de 10-staps benadering. Ook is steeds de exacte waarde aangegeven. 





N ji 4 
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Tabel 7.2 
Xk Vie (h = 0,1) Yi (h = 0,05) Ve x |1 
0,05 o 1,05 1,0525422 | 
10,10 1,1 1,105 1,1103418 


1.165525 


0I’ 1,1736685 


0,20 122 1,2310124 1,2428055 


0,25 1,3025631 1,3180508 





0.30 1.362 13801912 {13997176 


0,35 1,4642008 14881351 


_ 0,40 


1,5282 | 1,5549108 oaa 


16526564 IIu 


0,45 


0,50 1,72102 ELST ë LOM 





De methode van Euler-Heun 


De methode van Euler heeft als bezwaar dat de stapgrootte h erg klein gekozen 
moet worden om een redelijk nauwkeurig resultaat te verkrijgen. 

Met een aanpassing kunnen we de methode van Euler nauwkeuriger maken. Deze 
aanpassing noemen we de methode van Euler-Heun. Bij de methode van Euler- 
Heun wordt gebruikgemaakt van de trapeziumregel (zie Toegepaste Wiskunde Deel 
l, paragraaf 7.7.2). 


We gaan uit van y' (x) = f (x,y) (formule (7.89)) en integreren het linkerlid van x tot 
Xi: 
Xı 
| wdx = vw =y) yo) 
Xo 
Dit stellen we gelijk aan de integraal van xg tot x, van het rechterlid. 
Xi 


y) (20) = | fyd 
Xo 
Dit herleiden we en schrijven het iets korter op. 
Xi 
F; = Jar | 7 


Xo 


x,y)dx (7.93) 


Pike) 
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We benaderen de integraal in het rechterlid van vergelijking (7.93) met de trape- 


ziumregel en we bedenken daarbij dat yọ bij x, hoort en y, bij x,. We krijgen dan: 
X] 


h 
| f(x,y)dx = 3 (f (oo) +F EV) met h = xi — x0 (7.94) 
Xo 
Van het rechterlid van deze formule is y} niet bekend. We willen juist met deze for- 
mule y) gaan benaderen! We kunnen wel een benadering geven van y, namelijk 
met behulp van de eerste stap van de methode van Euler. Als benadering voor 
yı = y(x; ) wordt dus in eerste instantie genomen: 


Deze benadering kan worden gebruikt in formule (7.94). Daarmee krijgen we een 


betere benadering voor y; = y(x, ). We vullen A in formule (7.94) in: 
Xı 


h E 
[fanarss (foo) +E) 
Xo 
We gebruiken deze benadering van de integraal in formule (7.93) en vinden zo de 
benadering A (de H van Heun): 


NY =Yo -2 (Foo) +f (ey) (7.96) 


De nu gevonden benadering y, is naar verwachting een betere benadering voor 
E 
yı = y(x) dan LA 


Met behulp van de verbeterde schatting voor y} kunnen we een benadering van 
Y> = y(x, ) maken. Eerst passen we weer de methode van Euler toe: 


Yyy =V +h-f(x y7) 


Letop: we gebruiken E in deze formule omdat dat de beste benadering is van y, die 
we kennen. Vervolgens verbeteren we deze schatting met: 


y =); +5 (Fa) +A (ea) 


Dit proces herhalen we totdat y„ benaderd za Euler) en verbeterd yr, Heun) is. 
Samengevat is het algoritme van de methode van Euler-Heun: 


Yo — Yo = Yo (Yois gegeven) 
Ven Wi +h: f (aV) 


Wd mi + (fare) +S (ler Ii, ) voor k = 0,1,2,...n— 1 
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Opmerking 
De formule Ha = VA +h f(x Ji) voorspelt de waarde van y‚,;, en 
wordt ook wel de predictorformule genoemd. 
H H, h H E 
De formule yz, ; = Yk + z (f (xev ) +S (aren) verbetert de be- 


nadering en corrigeert dus Pes Hij wordt daarom wel de correctorfor- 
mule genoemd 


Gegeven is het beginwaarde-probleem y” = x + y met als beginvoorwaarde y(0) = 1 (zie 
voorbeeld 48). Gevraagd wordt een benadering voor y(0,5) te bepalen met behulp van de me- 
thode van Euler-Heun in 5 stappen. 

In 5 stappen moeten we van x} = 0 naar x; = 0,5. Dit betekent dat h — 0,1. Het algoritme 
voor dit probleem is (k = 0,1,2,3,4). 


H H H 
Ti k tht) =W +h (xw) 
H Ho N H E Ho A H E 
a Met n aan a a a aa) 


Startwaarde: 
w ha Oi 


Eerste stap (k = 0): 
Euler: yf = y} +h- (% +46) idd Oene 

H En 0,1 ie 
Heun: y” = y! +3 Co +w) +(x +y))=1+ O a n 
Tweede stap (k = 1): 
Euler: yË = y} +h. (x +) -1i +01 Ott 1221 
0,1 


H Hh H E 
Heun: y” = y! te ty +o +y) = 111 FOT +1,11 +0,2 + 1,221) = 1,24155 


Derde stap (k = 2): 
Euler: yË = y} +h- (x — y; ) = 1,24155 + 0,1 - (0,2 + 1,24155) = 1,385705 
Heun: y} = 1,24155 + s (0.2 + 1,24155 + 0,3 + 1,385705) = 1,39791275 


Vierde stap (k = 3): 


Vijfde stap (k = 4): 
Euler: y; = 1,581...... + 0,1 - (0,4 + 1,581......) = 1,779312948 
Heun: y; = 1,581...... + = (OA 158 a — 1,794218916 
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Bij de laatste stappen zijn niet alle decimalen weergegeven, ze zijn wel in de berekening 
meegenomen. 

De berekende waarden zijn opgenomen in tabel 7.3. Daar staan ook de exacte waarden. 
Deze zijn te bepalen omdat de differentiaalvergelijking ook analytisch is op te lossen (zie 
voorbeeld 48). | 


Tabel 7.3 


We gaan na of de methode van Euler-Heun een beter resultaat geeft. Voor de berekende be- 





nadering met 5 stappen geldt: ye (0,5) = 1,794218916 (zie hierboven). 


De absolute fout is: |1,797442541 — 1,794218916| — 0,003223625 œ~ 0,0032. 


0,003223625 _ 


= 0,18%. 
1,7/97442541 


De relatieve fouten is: 
a 


We zien aan de voorbeelden 48 en 49 dat 5-punts Euler-Heun (relatieve fout: 0,18%) 
aanmerkelijk beter dan 5-punts Euler (relatieve fout: 4,2%) en ook veel beter dan 
10-punts Euler (relatieve fout: 2,2%). 

De methode van Euler-Heun is duidelijk een verbetering van de methode van Euler. 
We vergelijken ook met 10-punts Euler omdat dat wat ‘eerlijker’ is; bij iedere stap 
Euler hoeft slechts één berekening te worden uitgevoerd, bij Euler-Heun zijn dat 
er twee per stap. 


In de praktijk zijn er nog veel nauwkeuriger methodes, de zogenoemde Runge-Kut- 
ta-methodes. Die zullen we in dit boek niet behandelen. 
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7.10.3 Numerieke oplossingen van hogere orde differentiaal- 
vergelijkingen 


De oplossing van een differentiaalvergelijking van de tweede orde is ook met de 
methode van Euler of de methode van Euler-Heun te benaderen. Er moeten dan 
wel twee beginvoorwaarden gegeven zijn: een beginvoorwaarde voor y(x) en een 
beginvoorwaarde voor y’ (xj). Een differentiaalvergelijking van de tweede orde 
kan namelijk geschreven worden als een stelsel van twee differentiaalvergelijkingen 
van de eerste orde. Deze twee differentiaalvergelijkingen lossen we tegelijkertijd 
numeriek op. 


We laten deze werkwijze zien in voorbeeld 50. 





Gegeven de differentiaalvergelijking y” + 2y” — 3y = x” met als beginvoorwaarden 

y(0) = 1 en y (0) = 2. We bepalen een 2-staps benadering van y(0,5) en van y (0,5) met 
behulp van de methode van Euler. In twee stappen van x, = 0 naar x, = 0,5 betekent dat 
h- 025. 

We maken van de gegeven differentiaalvergelijking van de tweede orde een stelsel van twee 
differentiaalvergelijkingen van de eerste orde. 

We stellen y° = z. De gegeven differentiaalvergelijking wordt dan: 

z +2z— 3y = x? 

ofwel: 

2 xry- 2 

De twee afgeleiden (y/ en z’) zijn functies van x, y en z (waarbij x en y in de eerste functie 
ontbreken). Dit geeft een stelsel van twee beginwaardenproblemen: 


y Ze f(xy.) met Yo = y(0)= |1 
z =x + 3y — 2z = g(x.y.z). met An y (0) -7 


Voorbeeld 50 Ps 





Bovendien geldt: x, = 0. 


Met de methode van Euler bepalen we tegelijk een benadering voor y, = y(0,25) en voor 
z, = 2(0,25). 


yı = y(0.25) ~ y = Yo th Avon Yar a 1:925 2-15 
2 02a n = Zo i h gY) 
=z% +h- (5 + 3vo — 2) 


=2 +0.25. (0 +3-1-2-2) =1.75 


We hebben tweemaal formule (7.95) gebruikt. 
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We maken nog een stap om een benadering voor y, = y(0,50) en voor z, = z(0,50) te be- 
palen. 


Y2 = y(0.50) ~ y; =y +h- f(a YZ) 
=y; +h-z = 1,5 + 0,25 - 1,75 = 1,9375 


23, = z(0,50) = F = 4 +h- g(x% yz) 
= 1/54025. (0.25 i3 5 1,75) — 2,0156025 


De gevraagde benadering zijn y(0,50) ~ 1,9375 en y’ (0,50) — z(0,50) ~ 2,0156025. 
= 


Voorbeeld 50 laat zien hoe differentiaalvergelijkingen van hogere orde met een nu- 
merieke methode kunnen worden opgelost. Over de nauwkeurigheid en de meest 
geschikte stapgrootte hebben we ons in dit voorbeeld niet druk gemaakt. Numerie- 
ke methoden voor het oplossen van differentiaalvergelijkingen worden vrijwel uit- 
sluitend met behulp van een computer uitgevoerd. 


Opgaven bij 7.10 


Gegeven de differentiaalvergelijking y + xy = e* met beginvoorwaarde y(1) = 2. 

a Geef een schatting voor y(2) met behulp van de methode van Euler met twee 
verschillende waarden van h. Kies als stapgrootte eerst h = 0,5 en daarna 
h= 02, 

b Dezelfde vraag als bij onderdeel a, maar nu met de methode van Euler-Heun. 


Maak voorbeeld 50 met stapgrootte h = 0,1. 


Herhalingsopgaven 
Gegeven: (1 + x) z = 2xy. Bepaal y(x). 


Los de differentiaalvergelijking (x = 1) ey = y op door scheiding van de variabe- 
x 
len. 


Van een functie v(u) is gegeven u In u — P = 0 (u > 0) en v(3) = m9; 
Bepaal v(u). i 


Bepaal de algemene oplosiing van de differentiaalvergelijking 


d’y dy x 
—5 +4— = 5e +3sinx. 
dx’ dx 
2 
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking Li + 9u = 9 sin (3v). 
V 


Los de volgende differentiaalvergelijkingen op: 


dy dy 2% d°y l X l nd 
a —5-2=2e b —-y=-e +-e 
dx’ dx d£ 22° T3 
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2 
Toso Ea aen 
dt dt 
Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking 
d'u „du 
4 — 12— + 5u =0. 
du” dv 


Bepaal de oplossing r(6) van de differentiaalvergelijking 


2\ dr A: nn 
o(1 +0 jat (1 +0 )r = ° met beginvoorwaarde r(1) = 2. 


In een LC-netwerk is L = 0,10 H, C = 0,10 F en u(t) = 3,6 cos (8t) V. Op t = 0 geldt 
K0 =0A en a0) = OG. 
Bepaal de ladingsfunctie q(t) van de condensator en teken de grafiek ervan. 


Een verticaal hangende schroefveer heeft een veerconstante van 100 N/m. Onder 
aan de veer hangt een lichaam met een massa van 1,00 kg. De luchtweerstand laten 
we buiten beschouwing. Het lichaam heeft een beginsnelheid van —2,0 m/s in de 
evenwichtsstand. 

a Bepaal de uitslag als functie van de tijd, als de gegeven kracht 36 sin (8t) N is. 
b Dezelfde vraag als bij a, maar nu als de uitwendige kracht 36 sin (104) N is. 

c Teken de grafieken van de functies die in a en b gevonden zijn. 


Een man met een massa van 80 kg zit in een bootje met buitenboordmotor met een 
massa (inclusief motor) van 220 kg. De buitenboordmotor van het bootje levert een 
constante kracht van 840 N. De weerstand die het zeewater op de boot uitoefent, is 
evenredig met de snelheid van de boot. Bij een snelheid van 3,0 m/s is deze weer- 
stand 360 N. Voor de zwaartekrachtsversnelling geldt g = 9,8 m/ s^. 

a Wat is de maximale snelheid die de boot kan bereiken? 

b Bepaal de snelheid als functie van de tijd, als de boot op tijdstip t = 0 nog stil 

lag. 


Samenvatting van hoofdstuk 7 


Definities 
Voor de algemene schrijfwijze van een differentiaalvergelijking geldt: 


Pd n 
Fays”) =0ofP (xy, 2 d y n d z) = 0 





dx’ dx?’ dx” 
De orde van een differentiaalvergelijking is de hoogste orde waarin de afgeleide(n) 
voorkomen. 


De algemene oplossing van een n-de orde differentiaalvergelijking bevat n wille- 
keurige integratieconstanten. 


Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
Als een differentiaalvergelijking van de eerste orde te herleiden is tot 


g n ne, zodat g(y)dy = f(x)dx, 


dan is er sprake van een differentiaalvergelijking met te scheiden variabelen. 
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Een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde kan geschreven worden als: 


Y + P(x) -y= Qa) 


Als Q(x) = 0, dan noemen we deze differentiaalvergelijking homogeen, in alle an- 
dere gevallen is de differentiaalvergelijking inhomogeen. 


Oplossingsmethode: methode van de variatie van de constante: 

In standaardvorm brengen. 

Homogeen maken. 

Scheiding van de variabelen. 

Integratie en vervolgens de oplossing in de vorm y = C - f(x) brengen. 
Methode ‘variatie van de constante’: stel y = u(x) - f(x). 


Los u(x) op uit u' (x) - f(x) = Q(x). 


O B WN 


Een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste orde met constante coëfficiënten 
kan geschreven worden als: 


dy 
a— + by = r(x), met a # 0. 
Ems denk 7 
Oplossingsmethode: 
l Maak de differentiaalvergelijking homogeen en los de karakteristieke vergelij- 


—=X 

king aà +b=0op.Ergeldt:y, „ =C:-e °. 
2 Bepaal Y,a, met de methode van de onbepaalde coëfficiënten. 
3 De algemene oplossing is: Yag (X) = Yom (%) + Ypart (%) 


Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde 
De standaardvorm van een lineaire differentiaalvergelijking van de tweede orde 
met constante coëfficiënten is: 
d'y dy 
a—5 +b—+cy=r(x 
dr le Cy (x) 
Oplossingsmethode: 


1 Maak de differentiaalvergelijking homogeen en los de karakteristieke vergelij- 


king aà? + bà +c = 0 op. 





















l A, en à, reëel en A, Æ As 
2 A, en à, reëel en gelijk: A = A, = A, 





Aj en àp complex, à; = a + i9 y = e™ (C; cos (8x) + C, sin (8x)) 














2 Bepaal Y,a met de methode van de onbepaalde coëfficiënten. 
3 De algemene oplossing is: Vaig %) = Yom (%) + Ypart (X)- 
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Numerieke oplossing van differentiaalvergelijkingen 
Methode van Euler: 


Yo = Yo (Yois gegeven) 


Ver SIE +h- f(xy) voor k= 0,1,2,...n—1. 
Methode van Euler-Heun: 
Yo ay = Yo (yois gegeven) 
E H H 
Paar =H TR f (ek ) 


Va == +5 (rmv) +f (Aronde) Je voor k= Olie — Ì 
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Symbolenlijst 


coördinaten 

a graden 

a radialen 

ais gelijk aan b 

a is niet gelijk aan b 

a is ongeveer gelijk aan b 

ais kleiner dan b 

ais groter dan b 

ais kleiner dan of gelijk aan b 

ais groter dan of gelijk aan b 

ais een element van V 

som-teken 

verzameling van alle natuurlijke getallen (inclusief 0) 
verzameling van alle gehele getallen 
verzameling van alle reële getallen 
verzameling van alle irrationale getallen 
verzameling van alle complexe getallen 
vector U 

eenheidsvector 

uitwendig product van twee vectoren 
inwendig product van twee vectoren 
determinant van matrix A 

inverse matrix van A 

imaginaire eenheid 

complex getal met reëel deel a en imaginair deel b 
reêle deel van z 

imaginaire deel van z 
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modulus van z 

argument van Z 

geconjugeerde of toegevoegd complexe van z 
domein van de functie f 

bereik van de functie f 

differentie van x 

(totale) differentiaal van z 


partitiële afgeleide van z naar x 


eerste afgeleide van f 

tweede afgeleide van f 

n-de afgeleide van f 

integraal 

tweevoudige en drievoudige integraal 
fluxie van X 


ANTWOORDEN 


Rijenenreeksen 


Inleiding 


U — Nl 





ols 
D 
>~ 
-t 
N 


2+4+6+8= 20 


1+2+2+4+5+%=75 


(2x + 1) + (2x +2) + (2x + 3)+ 


(2x+4)=8x+10 


(2 + k) + (4+ k) + (6 + k) + (8 + k) = 20 + 4k 


5 
> (4k—3) 


7a 





Antwoorden 


divergent 
convergent 
convergent 


divergent 
Enkele soorten reeksen 


1, 3, 5; 9; (k+ 17 
l,l, 1;3;k+1 
—2, —3, —4; —9; -3 (k+ 1)(k + 4) 


3,2, 3; 6; į (k+ 1(10 — k) 
a= 2, v= = 135 


’ Sg 
a = —10, v = 4, s, = 32 
1, 2, 4; 7; 251] 


3, =l, lo I9 


4> 8’ 16’ 16’6 

a = gh" = —3, Sg aael 
a= l rag 

x = 12, a, = 28, s, = 64 





ANTWOORDEN 





2b 


2e 


2d 


1.4 


3a 


3b 


4e 


4f 


4g 
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t = —4, a, = —4, 53 = 0 
ji T E 

8 — 23 

10 meter 


Reeksontwikkeling en machtreeksen 


—2g + x? + ze 
> 3E rk 
k=0 
k 

d.i k 
DS (3)? 
k=0 
S 32 
k=0 








HA A 4 
EDI m M. 
(In me 2 (In 2)’ 3 , (In zj 
lt (ln 2) HSE Ht ii 
x? gee Ez 
nde 


1 + 5z + 10x? + 10r’ +51* +x” (de 6° afge- 
leide van f(x) = (1 + x)? is 0) 


Œ m2 _9\3 
(1E led ) 


l(z—1)+ D Gaj AS ri JP 


2K.k! 





qk — Y ¿2m+1 
(2k)! (2m+1)! 
m=0 








1.5 Linearisering 


la vVI+zrxl+łr 
lb vI = 1,01 
Ic V/10=3./1 +x 3 - 1,0555... = 3, 1666.. 


j| D ( 
ld l+5r- 8T 


2a sints t 
z]y O m mj xy 
2p sin5° A5 180 0,0872665 
2d sing =g- ir’ 
3a de coëfficiënt van x is 0. 


4 d 


5 => 


aar ma T o 2i E 
3b cosg zl TS +5gT 


Boyi- dili a 
cos5 a 1 5 \ 786 as 0,99619 


1.6 Toepassingen van Taylorreeksen 


ans B KR 
l yxatzzT 


na 
2 E, xme (1+1) = E 
1.7 Herhalingsopgaven 
la 3,4,5; 12; å (n + 1)(n +6) 


Ib 2,1,0; 3;ġ(n+1)(4=n) 
LOC o 





oo A k 
7b Ps iy ze 


8a 1+8xr+28x? + 5622 + 
70x4 + 56x9 + 2826 +81’ + z8 






ANTWOORDEN 


l] — 8z + 2822 — 5629+ 
702 — 5622 + 2826 — 8z” + 28 


Ga 1+3v+ 6v + 10v° 


PR PE 
9b 1 3202 BI? 
1l E e N o E. 
9c l +32 t352 + 728? 
A o eey 5 a 15 
Id 3—25 Y + T6384 — 1048576 U 
10a 1- z? +izt 


10b 0,3042377 (wijkt meer dan 0,05 af van 0,25) 


10d 0,6957623 (wijkt meer dan 0,05 af van 0,75) 
l0e Aan de voorwaarde ( sin x)? + ( cos x) = 1 
is in beide gevallen voldaan. 


2 Vectoren 


2.2 Plaatsvectoren 


l l 
la 3 3 
3 3 
2 2 
1b =2 =2 
3 3 
Ic V19: v6 + v17 
Id 27: /6 — V17 
5 
le —5 
a 
"e. 
Lf 24 
7 
3 =A 
a (3) (i) 
3 a=+Ł2v3 


4a 1,373 rad; 2,200 rad; 0,669 rad 
4b 1,215 rad; 1,926 rad; 2,627 rad 


2.3 Het inwendig product van twee vectoren 


5 2 
ia | 5 |; { 4 
-5 —6 
2 2,071 rad 
2 
+ -5 


5a 2,062 rad 


5b 


2.4 


1b 


lc 


ld 


le 


lf 


4b 


2.6 


la 


lb 


lc 


ld 


2a 
2b 


(15/3 + 45)N 


Het uitwendig product van twee vectoren 


5 
—1 
—7/ 


| 
| 
| 
(3 
| 
| 
€) 


Zinloos zijn a, c, e, f, h en j. 


M, = 170,7 N - m; M, = 341,4N - m; 
M, = 166,69 N : m 


M, = 100N-m; M, = 100V2N - m; 


M, = 26,15N -m 


Herhalingsopgaven 


—20 
7 
27 
2: v/ 30: 3410 
-24; -17 


—18 -22 
sii ba f =i 
a —19 


1,816 rad; ir rad; 0,245 rad 


1,877 rad; 1,265 rad; 0,441 rad 
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ja El 5 


l 
ik 
8 
4b sol 3 
5 


3 Complexe getallen 
3.3 Het rekenen met complexe getallen 


la 2+5i 


3e 4/3 +4i 
3f 2 Bi 


3.4 Het complexe vlak 


la 4+2i 
Ib —-2+5i 


le Zi 


3.5 


la 


lb 


le 
ld 
le 
1f 
2a 
2b 
2e 
2d 


3.6 


Complexe getallen in goniometrische vorm 
3V2(cos(—3r) isin(— 3r) ) 
4 (cos (3 r) + isin (4 r)) 
4 (cos(— Lr) + isin(— lr) ) 
"LTA 2 
5(cos(2, 214) +isin(2,214)) 
v 13(cos(—2, 159) + isin(—2, 159) ) 
13(cos(2, 747) + isin(2, 747)) 
3 3: 
2 /3 te 31 
=i — wt ad 
AE 2i 
—5 


Het rekenen met complexe getallen in de goniome- 
trische vorm 


—4 
-8 

—2471241472 — 378107904 i 

398, 459 + 429, 916 i 

128 — 128V3 + (—128 — 128v3)i 


cos 3y = (cos p)’ — 3(cos y) (sin py“; 
sin 3y = 3(cos p) (sin g) — (sin p)’ 


Vermenigvuldigen met i is in het complexe 


vlak draaien over een hoek van 5 r rad en delen 
door i is draaien over een hoek van — 3 T. 


De formule van Euler 
j 
z= Zet = 3V2 +3 v2i 
z = e(cosm + isin r) = ee”! 


z = 2e l = —1,980 + 0, 282i 


Ta 
en a(cos(4r) nn isin(dr)) = deb" 


5(cos(2, 214) +isin(2, 214)) = 5e?/14i 
J= cos(—4r) +isin(—}r)) = —3i 
z = 3(cos2 + isin 2) = —1, 248 +2,728i 

1 P- 
= e12" — 0,966 +0,259i 


N 


ANTWOORDEN 


i Pe , 
z= tee3™ = łe + żev3i 
z = 479234, 599 — 180224, 5i 


1 23m 


z = reset = Ze ze 
Z Ti ge /2 ge 21 


Het oplossen van vergelijkingen 


1, =5 

2 +i 

JLi 

ž#+ġv29 

Bi 1L AT: 

s. l |; 
EB 

1 V18 — 1i Y2; 4 V2 +11 V18; -4 18+ 
l1: 45. _14 l; 4/7 
iVa =g 2— 5i 18 
+2; +(1 +iv3); +(1 — iv3) 
+(vV2 +iv2); +(v2 — iv2) 


—1,438 — 0,315i; —0,758 + 1,313i; —0, 158— 
1,507i; 1,014 + 1,126i; 1,358 — 0, 616i 


+(1 +iv3) + 2i; V3 +i; —V3 + 3i 
2+v3 +i;2—2i 


—1, 030 — 4, 405i; —0, 595 — 6, 0301; 
0595 — 3,970; 1;,030— 5, 9951 


i; —3i 

l:i 

l; —i 

2 =4i; —2i 


—1,233 — 0,902 i; —0, 132 — 0, 851 i; 
0,132 + 0,851 i; 1,233 — 0,902 i 


si l L. Za s l ol; 

Li asid z1 

—1;2; Ft Fi 3: —1+V3i 

—0, 907 + 0, 606 i; 0, 907 + 0, 606 i; 
+0, 606 + 0, 907 i; , +0, 606 — 0, 907 i 


Wisselsignalen en complexe getallen 


—0, 582 — 3,957 i 
0,437 + 1,345i 
0,832 + 1,819i 
3 3: 

3v3 -5i 


—4 





If 2,683-—4,219i 

2a 5,587 cos(2t — 0,0217) 

3a V2cos(5t— 0,785) 

3b 3,146cos(4t — 0, 124) 

3c 7,697 cos(4t — 1,212) 

3d v3cos(t— 0,615) 

Aa v(t) = 6cos (2 — Ir) cm/s; alt) = 12cos(2t) 


cm/s? 


3.11 Herhalingsopgaven 


la -x2 (%2 +3) 

lb 258 — 2iv3 

3a (1+3v11)i 

4a +ġv2—i 

4b +4 V43 -4i V4; +} V3 +4i; — i;i V4 
Ac 0,450 — 0,817i:1,550 + 2,8171 

4d 1; +$ v3 +4i; — i; St LBi 

5a 4-3iv3; 3V2-3V2i; 2/3 — 2i 

5b 5,058 cos(2t — 1,738) 

6 1 cos (z: + Lr) cm/s; D cos (3: + r) cm/s? 


4 Matrices en determinanten 


4.1 Matrices 
—] 2 

la ( 1 4 
l 3 

ii $ a 


lc niet mogelijk 
10 -5 

Ld È 4 
-7 1 

le ( 4 4 
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10 0 le strijdig stelsel 
Za A =|2 1 oj; 0 1 
Ga a 1f z= [| —3|+al 2 
0 0 
L 0 Q 
Mals i lj; 1 2 -1 
0 0 33 + 12 0 0 
lg z=|olteļlıl+ B 0 
1 O 0 0 0 ji 
0 3 
15 
„1 
-3 —5 4 9 
3a 
(o z 4) AT 
3b niet mogelijk li Z= - +a k- 
3c 4C 2 l 
He l 
4a AB= | -3 7 |; BAis niet gedefinieerd. | =g 0 
= 5 —3 
3 -5 2 2a Geen oplossing als p = —4 ; meer dan 1 oplos- 
Ab A2 1 10 8 sing als p = 1 ; in de overige gevallen 1 oplos- 
= 6 3 sing. 
B? en CÊ zijn niet gedefinieerd. 2b Geen oplossing als p = 0 of p = —2 ; meer dan 
m l oplossing als p = 4 ; in de overige gevallen 1 
4c C B=(5 3) oplossing. 
. B =i T 2c Geen oplossing als p = —2; meer dan 1 oplos- 
ad A B=]|-3 8|; FPAs (ATB) sing als p = 1; in de overige gevallen 1 oplos- 
—2 > sing. 


2d Meer dan 1 oplossing als p= —2, p=1 of 


a = ee ° me 
6 ( Dh ) waarbij a en b niet beide nul zijn. p = 3; in de overige gevallen 1 oplossing. 


7a Pizza King Antonio Di Kartonne 3 25 lessen van een half uur, 20 lessen van drie 
kwartier en 30 lessen van 1 uur. 
125,00 22200 121,00 A pen i m 
QTP= | 42,80 42,20 41,80 | B A L=f L= hbm A 
143,60 135,40 139,80/ C 
7b Aen B bij Di Kartonne en C bij Antonio. 4.3 Determinanten 
4.2 Stelsels lineaire vergelijkingen la —16 
13 Ib 0 
> 1 
Ic —166 
2 Id —69 
Ib z= | —3 
5 le (z-—y)(y-— z)(z-— z) 
9 e $ i-d 
lc Zeil -1 | tel —5 da Bå 
0 4 
2b 1104 
1 2 
Id Z= {fl 1 | +al 0 2c 24 
á : 2d 252 
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4,4 


la 


Ib 


lc 


ld 


le 


KE 


2a 


2b 


4a 


4b 


ba 


5b 


5c 


De inverse matrix 

7 4 

5 3 

‘fii 3 

3 7 A 
—9 —6 10 

1 

-4 | -6 -4 -3 
10 —3 5 
4 —8 12 

l 

-4| -1 -7 3 
—]5 3 9 
57 22 —32 

1 

375 —39 31 —ll 
4 29 26 
14 0 Fá 

zl 4 4 0 

14 12 2 0 
—16 2 —7 


5 —ä 
j} 
mi 7 
10 =6 
21 2 
i ú -3 
02 5 
1 
de -3 
2 
1 l 
1 2 
1 1 


De matrix A is inverteerbaar als de diagonaal- 


Tl 


elementen niet nul zijn. 


Äi= 


l 


Qil 


0 


8b 


4.5 


la 


lb 


Ww N 


4a 


4b 


4.6 


3b 


3C 


4b 





Al = í 3 V2 va) en 


l 

-5V2 5V2 

1V3 -4v3 -1v3 
B~! = | ġv2 0 AZ 

SVB 5/3 -3v6 


l 
„il 15 
i E —4 
9 


NIO 


Meer dan 1 oplossing als p = —2, p=1 of 
p = 3; in de overige gevallen 1 oplossing. 


Geen oplossing als p=1 Aq#-3 of 
p = —2 ^q £ 0 ; oneindig veel oplossingen als 
p= 1 A q= —3 ofp = —2 ^q = 0 ; l oplossing 
alsp#l Ap#—2enqE€ R. 

ee 

Lineaire (on)afhankelijkheid, basis en coördinaten- 
transformatie 


De stelsels van onderdeel a, cen d vormen een 
basis. 


16 
—4 0 -3 10 9 
4 4 
l l 
g| pim ie 
=d 9 
ln 0 
‚| 25 l 
€| —13 |’ | O0 
E 0 


Eigenwaarden, eigenvectoren en diagonalisering 


a LY. pe 2 
à =-l1l:% = (=s (i) 
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11 1 0 0 
ld A, =-3: p, = a e em a T E E 
1 1 » Ag 2 Ei ek ci lr 
14 1 5b à =-1:ġ = 1 A = 3:0 = $ iz 
—3 2 
} 6 
An =2:0, =| 1 E 
3 3 W= 5 
1 3 23 
le EEE a alenel à m 
e = —]1: ð, = | — en ï, = - , , ' , 
1,2 91 “2 5c Als A een eigenwaarde is van A, dan is + een ei- 
0 | 8 ke 
1 genwaarde van A`! met dezelfde bijbeho- 
A= Er = k rende eigenvectoren als À. 
l 
4 , 4.8 Herhalingsopgaven 
If A =0:ö, = I i:A& =l: m 
1 1 » Ag 2 = 
" ( 2 H 
I sJ 1 3 0 0 seul 2 
2a V= l 2 0 |D= 1/0 0 QI; 2 —3 5 Ti 7 
A iI 0 o A 2a (0 5 plz, |=|-9 
1l p 1 T3 0 
20195 19683 —19171 
A10 = | 19683 19683 —19683 2b p#-ł+ł}v129 
—]19171 —19683 20195 
—6 —8 22 
2c 5 La 
L2 A 0 0 0 8 5 —10 
20 V=]; +1 1 DlsA=ilag =] D J: 
2 0 1 0 0 -=l 3 
2d 2s | -2 
2 —] 
A10 = L =l =d 
=P 4 3 2 —l 3 T l 
3a l 2 =l To =| # 
—Ì —2 T 0 
# A 1 j 3 
3 V =d -i l 3i} 3b Geen oplossing als q= 1 Ap#3 ; oneindig 
l -2 2 veel oplossingen als q = 1 Ap = 3; 1 oplossing 
als lApe R. 
6 @ 0 ke p 
D={0 3 0 ze al l 
0 0 0 dien x 
749412 —745038 370332 3d q=1 
AB = | —745038 747225 —374706 —1 
370332 —374706 189540 3e 2 
1 —2 
v5 0 0 10 0 I ne 
4 V=1/5 o 2 -1 |: Ð=lü 1 0) 4a à =-5:0 = F ‚A, = 0:0, = ; 
0 1 2 0 0 —9 
1 
ld 
A =T 0 65 32 l 


4c nee 


32 17 
0 —6 1 
5a A,=-l:U = l | ;à, =2:0, = 51]; 4d Eil 
ER 2 
0 
l 
2 
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2 AS 0 
5 V=il 4 2 32 |; 
4 UZ A3 
8 
D= {0 B: 
0 0 -l 
3640 7282 7282 
A° = | 7282 14563 14564 
7282 14564 14563 


6a I =44A;IL =24A;L =14;Ļ} =lA 


5 Functies van twee of meer variabelen 


5.1 Inleiding 


2a ze RenyelR 
2b ze Reny#0 
2c rz#lenyeR 


2d (z<-lofr>lenye R 


5.2 Oppervlakken in de ruimte 
2a Ellipsoïde; middelpunt (0, 0,0); a = 4, b = 5 en 
Gd 


2b Cilinder; ellips in xy-vlak met middelpunt in de 
oorsprongen a =2enb=3. 


2c Elliptische kegel; top (O, 0, 0); as ligt langs de z- 
as 


2d Eenbladige hyperboloïde; middelpunt (0, 0, 0); 
as langs de z-as; a = 4, b = 5 en c= 2. 


3a Omwentelingsparaboloïde; top (0,0,0); ope- 
ning naar boven 


3b Tweebladige omwentelingshyperboloïde; 
middelpunt (0,0,0); wenteling om de z-as; 
abst a 


3c Hyperbolische paraboloïde; zadelpunt 
(0,0,0); in het xz-vlak is de oorsprong een mi- 
nimum en in het yz-vlak een maximum. 


3d Bol met middelpunt (1,0,0) en straal 2 


5.3 Functies van twee of meer variabelen 


la Discontinu in alle punten waarvoor x = 0 en/ 
of y= 0. 


es 
Gs 


lb Discontinu in alle punten waarvoor y 


lc 


ld 


5.4 


la 
lb 
lc 


ld 
2a 
2b 
AC 
2d 
3a 
3b 
3c 


3d 
3e 


2b 


2C 





Discontinu in alle punten waarvoor 
r? +y? = 1 en in het punt (0,0). 


Discontinu in alle punten waarvoor y = x en/ 
öfy= l 


Partiële afgeleiden van de eerste orde 


dr = 82°; gi E 6xty? 


gu = 2x cos(24); 5 ee = —2x° sin(24) 








Ou — 27 ; k p y 

Oz 4 / -n dy 4 / 22 +y? 

OF a h … 2 

ðu wv 

Oz er G H 

Qu u+? Ov ud 

DE reren OE —… „2E 

g, = 2e“ sin“ w; An = e““sin(2w) 
Of u+2t. du _ ye? t2t 
5 = (v+ lje ‚S= 2ve 


e = 3 cos(3z — 5y); T = —5 cos(3z — 5y) 
Z = 32y 2 2, = = gð 





9 OU 3, je, A 
ox Je» Əz Sae] 
Su 3y + 4z, g = 3E Zg, gu = —2y + 4x 
2z — = vw cos(uvw), Oe = uweos(uvw), 
2z = = uv cos(uvw) 
OE OE OE an pu tv+w 
ðu v Ow 


Ow = = 2ozcos (2? — 5t), ôw = = -5z cos(x? — 5t), 
dw = sin (22 — 5t) 
Qu. 3 Qü 2 | R 


Oy y öz z Ou Zu 

GE aa en 2E = ) 

ðm 29 Aw EEN 

OE Lha Ot: — Ed Y 
rk bsin C, 5E — 3 asn. C, s6 Jab cos C 
ðP _ 2U ƏP_ _ U? 


ðU RAR R2 
3O = y + 2z, 3 = r + 2z, X = 2y + 21 


ox oy 
OW V, OW _ _ nRT OW _ nRT 
on Mk NB U 


Meetkundige betekenis van de partiële afgeleiden 
van een functie van twee variabelen 


z—5=ł(z-3)+$(y—4), oftewel 
3x + 4y —5z=0 


g= yi e (£ — 
E+ytV2-z=4 


x+y = 2v2 
g= 


1) — 4 V2(y — 1), oftewel 


g O= 
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la 
lb 
lë 
ld 
2a 
2b 
2C 
2d 


2e 


lb 


lc 


De totale differentiaal 


dz = 5gzfySdz + 39y dy 


dz = 5 y/ždr +3 fid 











dz = cos(x + 2y)dz + 2 cos(x + 2y)dy 
d = si ds + é In(2s + l)dt 
dë = Da A 2 (vdu + udv) 
du = 2ry*zde + 3r?y? zdy + ry dy 
dü = e? (ydx + zdy + 2xydz) 
dt = ln wdu + ln wdv + a dw 
dt = eY? ((sin(u + w) + cos(u + w))du+ 
sin(u + w)dv + cos(u + w)dw) 
De fout is bij benadering 0,015. 
Toepassingen in de foutenleer 
0,07 cm 
0,04J 
0,02 
0,04 cm 
0,2 m 
|Aa| = 0,002 m, [Ab| = 0,007 m 
Am, | =9 + 10° kg, [Az] = 18 
NE : 
[AR| — 30 AR, | = En kt 
De afgeleide van een samengestelde functie, de 
totale afgeleide 
gn 2 
df = AOP 
dz — 6t? (5P + 3) COS (61° + 615) 
d sin t cos t 
ý= UREM E : pest) 
des er _ nl 
dt En e2t tet eÎt+1 
203 e+ 15, 6m8 
8m ~ 25,13 cm/s 
Impliciet differentiëren 
dy _ 3r? —2y? 
dæ 4zry—9y2 
dy _ _ e” siny+tyý 
de e? cosy+z 
dy _ 3 2z?y3-3r3y?+1 
dr 2 3rfy—2r3 TE, 


ld 


2a 








dy _ xy +y _ y, ze”+l 
dg xr—r?yeY T 1-xye} 
ðz — 3r ðz—_ 24 
ox z? Oy z 








ox Tyz-t Oy TYL zy 


Dz _ _ cos(2x+3y) 

Or — sin(3y+2z)’ 

dz _ _ 3cos(2x+3y)+3sin(2x+3y) 
nm 2 sin(3y+22) 


zl (rl) fy 1) oftewel 
132 7yJ Iz = 29 


y ligt tussen 2v3 en —-2/3, x ligt tussen 2/6 en 
—2V/6 


5b.10Partiële afgeleiden van hogere orde 


2a 


2b 


2C 


3a 


3b 


3c 


3d 























g = —25 sin(5x + 3y), 

Z= T4 = = —l5sin(5x + 3y), 

S = —9 sin(5x + 3y) 

fe — Ae2r+3y = f= Ge 243, 

2 — Ge21+3y 

Ls = ef cosy, D= E Tz = —e” siny 

y = —ef cosy 

Be e” inw — y, arn 


z , 
= = er Oln 


w 

2 2 2 

t — 0, O t O t. u\ Ot u 
= In(#), 2 v 


at 

Ow? 

nn 

3u? u T 7: ln 
Ou 

Or? 

82u 























= 2 2, 3u u= 3 2, Zu U 
= Ory 2 O2 = Da Pa = 61°y 
Fu 3u — Ou 1,22 
Brij Oydr 6x? yz” ’ rôz ðzðr — = JY z", 
3u — Ou RS 
Dd — Dey — CT yz’ 
Alle 9 zijn gelijk: 
dz re Es OZ 
dr? y2? 8z _Oròy 
za z _ z _ ais 3z _ 8z E — eTtytz 
Oyòr  Ordz  ðzðr Tr ozo 
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4a 


4b 


5.11 Extreme waarden van een functie van twee varia- 


belen 

minimum voor (x,y) = (3,0), Zain = 
maximum voor (x;y) = (—2, 1); Zma = 9 
zadelpunt voor (x,y) = (1, —3), z = 20 
zadelpunt voor (x,y) = (1,2), z = —9 
Alle zijden zijn gelijk aan 1,0 cm 
minimum voor (x, y) = (—2, 1), Zain = 1 
zadelpunt voor (x,y) = (1,3), dan z = 13 
minimum, voor (x,y) = (—7, 4), Znin = —25 
zadelpunt voor (x,y) = (0,0), z = 0 
minimum voor (x, y) = (1,0), Zain i 
minimum voor (x,y) = (—1, 0), Zan = —l 
minimum voor (x,y) = (0,0), Zain = 
maximum voor (x;y) = (—2, 2); Zaar = 8 
zadelpunt voor (x,y) = (0,2), z = 
zadelpunt voor (x,y) = (—2,0), z = 4 
minimum voor (x,y) = (0,0), Zain = 0 


zadelpunt voor (x, y) = (H y — H), z = 133l 5 3 08 


5.12 De kleinste kwadratenmethode 


g= 1,95 4 1,1 
a = 0, 00736cm®/°C, m=, 00cm? 


Ta = 42° C 


0 
U = 1,96V, R, = 0,4549 
6 = 0, 0480cm7} 

R, = 49009, C = 204F 
en r? +0,25x + 0,25 


s = 4t? + 4,9t — 3,3 


5.13 Herhalingsopgaven 


la 


lb 


5a 


herschreven: (x -— 2)?+(y + I= z— l; om- 
wentelingsparaboloïde; top (2, —1, 1); opening 
naar boven 


elliptische kegel; top (0, 0, 0); as langs de y-as 
0,42 
0,04 


dy — cos x:sin y—ye?” 
dr zefY—sinz-cosy 


10 


6.1 


la 


lb 


Ic 


ld 


2a 
2b 


2C 


2d 


3a 
3b 
3c 


3d 





stationair punt voor (z, 4) = (0,0), z = 2 
maximum voor (x,y) = (—2, 2), Zmax = 10 
y = —3, lr + 1,5 

y = 1,98 + 0, 507z? 


a 
29 


Meervoudige integralen, bol- en cilinder- 
coördinaten 


Definitie van de herhaalde integraal 
O0<xz<len0<y<—2r +2; 
O<ys2en0ses-dy+l 


_2<xrs<0Oen0 Sys vVr+2 
OS S2eniaf <y<vVr+2 


0 < y < 2eny? -2<x<vV2y; 


y < 5 en arcsiny < qx < Sny 
l 


en arcsin y < x < m — arcsin y 


O<sers4ten0syss0sysadengsrs4 


0<xz<6en0 < y< 6r- zr? 0<y<9en 


se en IUSgs3en 


—2 <y <0enl-y<r<3 
O<y<ln3ene! <x<3 
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3e 


af 


4a 
4b 
4c 
4d 
5a 
5b 
DC 


5d 


Ga 


6b 


6.3 


la 
lb 
Ic 
ld 
2a 
2b 
2C 
2d 
3a 
3b 
36 
3d 


6.4 


la 
lb 
lc 
ld 


2a 


364 


0< x< len2zr? <y<2/r 


O<r<V2en0<y<r 
V2<r<2Zen0<ys<vV4-x? 


-ån <y <İren0<r<2 








2 
O<p<irenl<r< 2 
=r —4 — coso 
1 l 
OEPE gE Seher 
-ir<opSiren0SrsS2(sinp + cosg) 
0<p<İren0<rz<2 
0O<ps<men0s<rs<4sinp 
0< ZL en 0 < Z BMP 
=r ag" A Ep 
L l 
E eT E E ten 
fn<y<ren0<r<1 
0<r<$vV3en} V3 <y<9-a? 
-ġvV2 <æ <0en — l-r? <y<r 
-4 2<xz<0en-zr<y<vV1l-zr? 
0<z<len—Vl-r?<y<vVvl-r? 


De herhaalde integraal in rechthoekscoördinaten 


11 
8 


3 
4 


In 3 


47 
12 


793 


42 
2187ln(3) 1093 


14 ~ 49 


1 


3 (e — 1); niet mogelijk 


6sin(4); niet mogelijk 
2e8 — 2; niet mogelijk 


L; niet mogelijk 


Vr 


De herhaalde integraal in poolcoördinaten 


5m sin(l) 


mlin (3) 


ill — By 


6.7 


la 


lb 





ya =] 
1 1 
4 2 
16 
Toepassingen herhaalde integralen 
8 
2i 
oa 
5 
3 
16 
E 
2ln2— 1 
3 3 3 
5 V4- i0 
(9,9) 
24,8) 
55 
1 
44 
T—2 2 
Ei 
d(2e—5) 
16384 
525 
10, 
Coördinatenstelsels in de ruimte 
O<p<2m0<r<2en0s<z<4-r® 
O<p<mO0<r<Zenrf <z<9 
OSpSim0SrS2cospen0 < z< 2rcosp 
0< ø< 2m, 0 <r<2en0 <z27<6-3r 
OSD Sparina Era 
0 <y <2r,0 <90 < arctan3 en- <r <3 
cos @ 
OSpS<2m0<Osjmen0s<r<4v2 
Herhalingsopgaven 


OSrS2enOSsySijl-F2% 0OSySl1 en 
O<r<2V/l-y 
OSpPsSim0Srs 


/1+3sin? p 
-1SerS0Oen -rSysldHvl=z? 
O<r<lenl-vl-a?<y<l+vVl-r?’ 


0<y<len -y<< y2y- y? 
l <y<2en — V2y -y <rS<vV2y-y 


ANTWOORDEN 





ee ë O O 
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<y <6en—2<zxr<-—-vyy-2 3a Bela 
2b 2<y<6enyy—-2<r<2 = 
1Sy<S2Zen -2<ers2 3b west C(z+2) 

3a Vo 3e et=rv+C 
3b } (2cos(7?) — cos( 21?) — 1) 3d ze ih 

sin 1 EN 
4a es 1 3e 1 = TC 

4 2 es O 
4b 3 /2— 3 3f z= COS u 
5a ri da y=2(r—2) 

4 nn CEEE 
5b 37 Ab y= 2+arcsin £ 

11 — a 
6 si 4c z=e 

B. 

7 } Ad w? =2e™,w>0 

5 1.3 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste 
9 10 orde 

3 
10 OS ws 20 rr < Zen 

Vr? +1 <z2< vr? +1 la y= 2 mnr g 

sin(2x 
11 0<p<2r,0<0<łren0 < r< 2cos0 b y= EC 
s 5 aia lc w= ztanz+ l+- 

7 Differentiaalvergelijkingen cosg 


2a y=% 


5 z šeg v À 
1.2 Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 5 gs L(x +0 


2e y=0Vl+zr?-=1 











la 3a i= sint+ C cost 
3b z=Ce Yt +1 
3C r=4t nt- 4t? +E 
wed e a >) 
w 4a y= -= (e e 
Ab zei (i - 1) me” 
3 12] 
5a y= Ce" -2 
5b y= ler sii Ce- 2x 
lc — —2x Ld 
BE y= Ce E dan 
Ga y= ge 
6b y=2+(5x— le 
id 6c y= 2e73’T + e7?T + sin(3x) — cos(3x) 
2a =g4+Ć 


2b z +% =0, (C20 





ANTWOORDEN 





14 


2a 


1.6 


la 
1b 
lc 
ld 
le 
1f 
2a 
2b 
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Praktische toepassingen van differentiaalvergelij- 
kingen van de eerste orde 

24 jaar 

14 jaar 

y= 10e” 0,92 

45 minuten 

35°C 

16 minuten 

41°C 

8,5 minuten 


v(t) = a m gomse), 
naar beneden 


positieve richting 


v(t) = 226e 6,05 — 196, positieve richting naar 
boven 


6.34 —6,3t 
= add i GE 1 —e 
ü= 3, (Ss) | (155) m/s 
25 minuten 


6,3 minuten 


= —4et + 8Bsin(2t) + 4cos(2t)A 


= 0, 04e t — 0, 28 sin(7t) + 1, 96 cos(7t)A 
Differentiaalvergelijkingen van de tweede orde 
Lineair onafhankelijk: a,b,c,d en g. 


Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede 
orde met constante coëfficiënten 


y = C aa oi 
Sr —Ìr 

1 E Ce?” =- Ce a” 

y= Ce” + C3 ez 

ij = g ane + Ce ee 

Te C el1+V2)t J C,ell-V2)t 
3 L; 

y = Ci e2” 4 C, e2” 

i = Ci et + oX 


jj es aR sj EN ie 


y = C] e27 +C, re?” 
z= C eV3t 4 O,teV3t 
y = e97 + 2e 32 

y = 2e?T — Ze? 

z = —2 cos(2t) + sin(2t) 

u = 3Ú + te 

pe 2e V20 4 (2 — 2/2) 0e- V28 

v = æ (cost + 2sin t) 

z = e7% (4 cos(2t) + 3 sin(2t)) 

y = Ce” + cT -1 

y = Ce” +0,e° +s+ 

y = O, e8t + C e73? — e? 

z = C, cos(2t) + C, sin(2t) + p =p ł 

u = č — 2sint 

y= C] o G + cos(2t) + 8sin(2t) + t +3 
u = C H+ Cze” — 2e? + cosv — sin v 

z=ť (C, cos(2t) + C, sin(2t)) pe mgt 
w = (C, + C eje” t 8 4625 

J= (C, + gje’? + Ca 

y = (C; — ze + (C, + 2x)e°® 

z= + (2:2 +C,t+ C, Je~ 

y = C, cos(3u) + Gy sin(3v) — 3 v cos(3v) 
y=e? (c, COST + C3 sin £ — Jocosz) 

y := > 2AT (20) sin(3z:)+ 


—2xr) 16 


cos(3x) — Ta cos(x 


3457 …( 
i 145 


je 
1160 ~ 


Tso (144sin(x) + 87) cos(x) + h sin(x) + Es 





ANTWOORDEN 


1.1 


la 
1b 
2a 
2b 
3a 
3b 
3c 
4a 
4b 
AC 
4d 
5a 
5b 
5C 
5d 
5e 
6a 
6b 
6c 


6d 


6e 
6f 


6g 
7a 
7b 
Te 


7d 


8a 
8b 


Praktische toepassingen van differentiaalvergelij- 
kingen van de tweede orde 


x(t) = 0, 05 cos(80t)m 
A = 0,05m T = 40 75; fe 40 -1 
x(t) = 0, 12 cos(2t) — 0, 05 sin(2t)m 


A = 0, 13m T = mf = Ls! 


2 


(t) = Zcos(2t)rad 


~ 36 
denk 
T 
— 49 
J 180 T28 


wit) = 0, 19(e 18 - e 23m 
x(t) = e7*# (0, 40 cos(4, 9t) — 0, 082 sin(4, 9t))m 
BE) E —0, 35e73-1t — 0, 15e 134m 


= 13e t — 5e % — sin(2t) — 8 cos(2t)m 


= —2e7 0t — 4e? + 3 sin t — cos t— 
6sin(2t) + 7 cos(2t)m 


(t) 
(t) 
(t) 
(t) 
(t) 
z(t) = —(0, 20 + 6, 3t)e7® Stm 
(t) 
(£) 
(£) 
(t) 
(t) 
(£) 


r(t) = —6e™* sin t — 2e™* cos t+ 
4 sin t + 2 cos tm 


r(t) = (3 — 5t)e™’ + 4sin(2t) — 3 cos(2t)m 


g(t) = —(5 + 12te 4 + 4 cos t— 
3 sin t + cos(2t)m 


r(t) = 2 cost — cos(2t)m 
q = l — cos(10t)C; i = 10sin(10t)A 
q = 2t? — 1 + cos(2t)C; i = 4t — 2sin(2t)A 


q = 2 cos(5t) — 2 cos(10t)C; 
i = — l0 sin(5t) + 20 sin(10t)A 


a= SS (t +k) — 5 3 sin(5t) — 2 cos(5t)C; 
i = Doos (t + lr) — 3 /3 cos(5t) + 2 sin(5t)A 
q = 5e st — 15e t + 10C; i = —15e St + 15e tA 


d= (4 +5tet + 3sint — 4costC; 
i = (3 + 10tje + 3cost +4sint A 


8c 


7.8 


la 
lb 
lc 
ld 


le 


1f 
lg 
1h 
li 
lj 


7.9 


la 


lb 


lc 


1.10 Het numeriek oplossen van differentiaalvergelijkin- 


la 


1b 





g =D, 54e 0,90 cos t + 0, 16e7®90t sin t+ 

0, 32 sin (2t — kr) — 0, 44 cos (2: — Lr) C; 
i= 0,1167950 cost — 0, 62e 050 sin t+ 

0, 88 sin(2t — Jr) + 0, 64 cos( 2t — lr)A 
Lineaire differentiaalvergelijkingen van hogere or- 
de met constante coëfficiënten 
y= ai dj C, e27 dj Cere 
gie" + Ce * Cae? + Cye 3e 
y = (C1 +0,2)? + 0, 
y = C] eT 4 di + Cacos(2z) + C, sin(2z) 
y = C, cos( v2 - t) +C, sin(v2 - t)+ 

C, cos( v3 . t) + Gi sin(v3 . t) 
w = C} +e” (C, cos(2z) + C3sin(2z)) 
u =C” + e“?(C, cos v + C, sin v) 
y= Ci +O + Cae T —2sinz 


+ C cos(2g) + Casin(2x) +e” — cosg 





ham Ci 
y = C] + 0e? + Cze? — q? 


Stelsels differentiaalvergelijkingen en eigenwaar- 
den 


y =C eat oN aa 


gen 


2,83062 en 2,91544 
3,05492 en 2,97535 
y(0,5) = 1,972987 en z(0,5) = 2, 16566 
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10 


368 


















7.11 Herhalingsopgaven 


D= (1 + 2) 
y= Cgarctan z 


v=2lnu 


y = Ci + C, cos(2x) + Cz sin(2z) + e” — cost 


u = C cos(3v) + C, sin(3v) — 3 v cos(3v) 


Y = (en $ gje? + 
y = Ci e+ Ce 7 T C3 COS TH 
C, singe + re? ~ ze? 
zel Gell 
Jy L 
Mpa Ce? + Ce? 
ra 5 (9 — arctan 0 +4 + 1) 


q = cos(8t) — cos(104)C 


lla x = sin(8t) — sin(10t)m 
llb z = —0, 020 sin(10t) — 1, 8t cos(10t)m 
l2a 7,0m/s 

12b y= 7(1 — e 04) m/s 
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basis 146 
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bolcoördinaten 259, 264 
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cirkelverdelingsvergelijking 89 
coëfficiëntenmatrix 107 
cofactor 127, 130 
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complexe getallen 71, 72, 99 
complexe vlak 75 
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continu 179 

convergent 16 
convergentiegebied 26 
curvefitting 216 
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determinant 59, 125, 164 
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divergent 16 

drager 46 





Register 


eenheidsmatrix 104 
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herhaalde integraal 224, 235, 244, 263 
Hessiaan 208, 220 
hoekfrequentie 91 
homogeen 281, 306, 348 
hoofddiagonaal 104 


REGISTER 


hoofdwaarde 76 

hyperboloïde 173 

imaginaire deel 72 

imaginaire eenheid 71 

imaginaire getallen 72 
inhomogeen 281, 306, 348 
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oneven functie 33 
oplossingskromme 272 
oppervlakte 247, 263 
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periode 91 

plaatsvector 46 
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reële deel 72 
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regulier 133 
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rij-index 103 

rijvector 47 
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singuliere oplossing 279 
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statisch moment 250, 264 
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strijdig 117 
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Taylorreeks 29, 34, 43 
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totaalmatrix 115 

totale afgeleide 195, 220 

totale differentiaal 187, 219 
tweedimensionale vectorruimte 47 
uitwendig product 57, 68 
variatie van de constante 283, 346 
vectoren 46 

vectoren in 68 

vectorproduct 57 

veegelement 116 

verschil 18 

vierkante matrix 104 

vrije mechanische trilling 327 

vrije vector 46 

wisselsignaal 91 

zadelpunt 206 
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WISKUNDE 


De herziene serie Toegepaste Wiskunde 
voor het hoger beroepsonderwijs is 
geschikt voor alle opleidingen waar 
wiskundige vaardigheden een belang- 
rijke plaats innemen en met name voor 
de sector Techniek. De nadruk ligt op 
het trainen van (elementaire) vaardig- 
heden van de wiskunde. 

De student past de wiskundige vaardig- 
heden zoveel mogelijk toe in praktische 
situaties. 

De serie is tot stand gekomen op basis 
van de volgende indeling: 

w Deel Inleiding: behandelt het basis- 
niveau wiskunde; tevens geschikt voor 
studenten met een wiskundedeficiëntie. 
W Deel 1: behandelt de gehele 
propedeusewiskunde. 

* Deel 2: is vooral bedoeld voor het 


wiskundeonderwijs ná de propedeuse. 


Dit deel 2 bevat de hoofdstukken 
vectorrekening, matrixrekening 

en lineaire algebra, rijen en reeksen, 
complexe getallen, functies van twee 
of meer variabelen, meervoudige 
integralen en differentiaal- 
vergelijkingen. Ook dit deel bevat 
veel voorbeelden, waarmee de 


student de theorie leert toe te passen 


i HOGER ONDERWIJS 








TOEGEPASTE WISKUNDE VOOR HET HOGER BEROEPSONDERWIJS | DEEL 2 


vanuit beschreven contexten (meestal 
afkomstig uit de techniek), met veel 
opgaven en leeropdrachten. 

Elk hoofdstuk bevat een aantal Maple- 
voorbeelden en -vraagstukken, die 
overigens ook met andere computer- 
algebra software te maken zijn. 

De toepassing van Maple is zoveel 
mogelijk geïntegreerd met de theorie 
en de voorbeelden. De auteurs gaan 
ervan uit dat de student voor de 
onderwerpen in dit boek vaker de 
computer zal gebruiken, dan in de 
propedeusewiskunde. Er is voldoende 
aandacht besteed aan de theoretische 
concepten, opdat de student de 





computer (of de grafische reken- 
machine) niet als black-box hoeft te 


gebruiken, maar weet wat hij/zij doet. 


Op de website www. thiememeulenhoff. 
nl/wiskunde is aanvullend studie- 
materiaal geplaatst, evenals de uit- 


werkingen van de vraagstukken uit de 


_herhalingsopgaven. 


Deel 2 is een onmisbaar hulpmiddel 
voor iedere student in de sector 
Techniek van het hbo, die de technische 
wiskunde wil leren begrijpen en 


toepassen. 
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